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ФИЛОСОФСКИЙ И МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МАРТИНГАЛОВ 

И ИГРОВЫХ МАРТИНГАЛОВ 
*
 

 
Показана значимость мартингалов и игровых мартингалов для философии науки, чистой и прикладной сто-

хастической математики. Исследованы подходы к построению предсказаний на основе игровых мартингалов. 

Игровые мартингалы обеспечивают построение предсказаний, с учетом всех известных законов теории вероятно-

стей. Эффективность предсказаний на основе мартингалов демонстрируется на игре Предсказателя против коали-

ции Реальности и Скептика, в которой Предсказатель не проигрывает.  

Ключевые слова: мартингал, игровой мартингал, оценочный мартингал, принцип Курно, теорема закона боль-

ших чисел, предсказание. 

 

 

 

Настоящая работа является продолжени-

ем ранее выполненных исследований,  

посвященных анализу значимости мартин-

галов в философии науки, чистой и при-

кладной стохастической математике [Резни-

ков, 2008; 2010], наибольшее внимание 

уделено возможности предсказаний на ос-

нове мартингалов. 

 

Значимость  

неигровых мартингалов 
 

В теории вероятностей под мартингалом 

понимают последовательность малозависи-

мых случайных величин. Формально после-

довательность случайных величин Y1, Y2, …, 

называется мартингалом, если условное  

математическое ожидание Yn+1, где в качест-

ве условия берется последовательность:  

Y1, Y2, …, Yn равна значению Yn: 

E(Yn+1/Y1, Y2, .., Yn) = Yn.                    (1) 

Для теории вероятностей развитие мар-

тингалов имеет многообразную значимость. 

Во-первых, доказательство всех известных 

фундаментальных теорем для случайных 

величин, связанных мартингальной зависи-

мостью, и прежде доказанных для незави-

симых случайных величин, является обоб-

щением и развитием фундаментальных 

теорем для слабозависимых случайных ве-

личин. Во-вторых, мартингалы явились 

фундаментом для развития современной 

теории случайных процессов, разработан-

ной Дж. Дубом [1956].  

В-третьих, развитие теории мартингалов 

оказало сильное влияние на критику частот-

ной концепции Р. Мизеса. Обычно концеп-

ция Мизеса критикуется с помощью  

следующих аргументов. Математики крити-

куют концепцию за то, что она представлена 

в неаксиоматической форме. Определение 

вероятности является предельным, и веро-

ятность неопределена для конечного числа 

испытаний. В наибольшей степени оказали 

влияние на создание теории мартингалов 

работы Д. Вилли, до самого последнего 

времени известного только специалистам  
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в области стохастической математики 

[Villii, 1939. P. 55–63] 
1
. До работ Вилли са-

мая сильная критика концепции Мизеса свя-

зана с неконструктивным характером опи-

саний последовательностей, для которых 

определяются вероятности. Несмотря на 

усилия математиков А. Вальда, А. Н. Кол-

могорова, А.Черча, методологов Г. Рейхен-

баха, К. Поппера и многих других, все  

предложенные ими способы выделения по-

следовательностей приводили к несиммет-

ричным описаниям. Например, для двузнач-

ных последовательностей, моделируемых на 

основе единицы и нуля, всегда оказывалось 

единиц больше, чем нулей. Очевидно, что 

эти подходы не являются адекватными, так 

как выбираемые последовательности дан-

ных предназначены для моделирования слу-

чайности, используемой в азартной игре, и 

по Мизесу в честной азартной игре любой 

игрок не должен выиграть, поэтому выбор-

ки данных не должны обнаруживать зако-

номерностей и быть примерно равновероят-

ными.  

Однако Вилли обнаружил более сильный 

недостаток теории Мизеса. В тридцатые  

годы прошлого столетия теория Мизеса яв-

лялась главным претендентом на роль рабо-

тающей стохастической математики. В та-

ком случае теория должна была обеспечить 

представление всех известных законов тео-

рии вероятностей. Для обоснования пред-

ставимости всех известных законов теории 

вероятностей, т. е. утверждений, осуществ-

ляющихся с единичной вероятностью, необ-

ходимо обосновать, что используемые спо-

собы отбрасывания множеств меры нуль 

гарантируют отбраковку всех таких мно-

жеств.  

Однако, как показал Вилли, известные 

способы выбора элементов не могут обес-

печить отбрасывание всех множеств меры 

нуль. Если говорить более строго, то было 

показано, что при любом известном способе 

формирования коллективов, по крайней ме-

ре, одно множество меры нуль не будет от-

брошено [Ibid.]. В действительности доста-

точно абстрактный результат Вилли о 

принципиальной непредставимости всех 

законов теории вероятностей на основе кол-

лективов был полностью подтвержден. Ока-

                                                 
1 Перевод на английский и введение Гленн Шафер, 

2005 // The Game-Theoretic Probability and Finance 

Project. URL: http://www.probabilityandfinance.com/ 

залось, что в концепции Мизеса на основе 

коллективов не имеет место закон повтор-

ного логарифма. Согласно этому закону 

теории вероятностей колебание частот во-

круг теоретической вероятности происходит 

в области, в которой сходимость частот к 

вероятности является двухсторонней, как со 

стороны значений меньших предельной ве-

роятности, так и со стороны больших значе-

ний. Однако при всех способах формирова-

ния подпоследовательностей наблюдалась 

исключительно односторонняя сходимость 

частот к вероятности. Как писал основа- 

тель современной теории случайных про-

цессов Дж. Дуб, подход Вилли обеспечивает  

исключение всех последовательностей, 

имеющих нулевые вероятности, в то время 

как критерии, используемые А. Коплэндом, 

К. Поппером, Г. Рейхенбахом, Е. Торнером, 

А. Вальдом, могли обеспечить только ис-

ключение некоторых видов последователь-

ностей меры нуль.  

В-четвертых, мартингалы часто встреча-

ются в практике азартных игр.  

Пример 1. При бросании правильной мо-

неты игрок получает один доллар, если вы-

падает герб, и он теряет один доллар, если 

выпадает решка. Пусть Xn – выигрыш игро-

ка после n бросков правильной монеты. То-

гда Xn является мартингалом. Проверим  

выполнимость формулы (1). Исходя из  

определения математического ожидания, 

имеем 

EXn+1 = (Xn + 1) ·  0,5 + (Xn – 1) · 0,5 = Xn. 

В литературе эта система называется 

д’Аламберовой системой игры. 

Пример 2. В отличие от прошлого при-

мера производится n бросаний неправиль-

ной монеты. В остальном правила игры сов-

падают. Xn – это выигрыш игрока после n 

бросаний монеты. Xn+1 = Xn + 1, если выпа-

дает герб, и Xn+1 = Xn – 1, если выпадает 

решка. Тогда ( ) nX

nY q p=  является мартин-

галом относительно {Xn, n = 1, 2, 3 …}. 

Здесь p – вероятность выпадения герба,  

q = 1 – p – вероятность выпадения решки. 

Проверим выполнение требования к мар-

тингалам. Имеем  
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Описанная система игры известна под на-

званием системы де Муавра.  

Третий пример в комбинаторике получил 

название урны Полиа. В урне первоначаль-

но находятся r красных и b голубых мра-

морных шариков. Случайно вытаскивается 

шарик из урны, и какого бы цвета он не был, 

он возвращается в урну вместе с дополни-

тельным шариком того же цвета. Пусть Xn – 

число красных шариков после n этапов иг-

ры. Переменная Yn определяется следую-

щим образом Yn = Xn / (n + r + b). Проверим, 

является ли Yn мартингалом. 

EYn+1= Yn+1 ·  p(Yn+1) =  

= (Xn + 1) / (n + r + b + 1) × 

× (Xn) / (n + r + b) + (Xn) /  

/ (n + r + b + 1) ·  (n + r + b – Xn) /  

/ (n + r + b) = Xn(1 + n + r + b) / 

/ (1 + n + r + b) ·  (n + r + b) =  

=Xn / (n + r + b) = Yn.  

Четвертый пример важен для установле-

ния связи мартингалов с критериями стан-

дартной математической статистики. Пусть 

X1, X2, …, Xn – случайные величины, описы-

вающие исходные данные. Известно, что 

эти величины подчиняются плотности рас-

пределения f или плотности распределения 

g. Если данные скорее распределены в соот-

ветствии с плотностью f, чем с плотностью 

g, то отношение правдоподобия 

Yn = ∏g(Xi) / f(Xi), i = 1, k 

при n = 1, 2, … является мартингалом. От-

ношение правдоподобия, важнейший инст-

румент для проверки гипотез в статистиче-

ской теории Неймана-Пирсона, оказывается 

неигровым мартингалом. Используя отно-

шение правдоподобия, Вилли установил 

связь неигровых мартингалов с игровыми 

мартингалами 
2
.
 
 

Математики полагают, что мартингалы 

были известны всегда, но благодаря Вилли 

они стали разработанной теорией, давшей 

импульс развитию теории случайных про-

цессов Дуба, новой игровой вероятностной 

математики Г. Шафера и В. Вовка, нашед-

шей широкие применения в финансовой ма-

тематике, в концепции обучения(Matching 

learning), и других. 

 

                                                 
2 Shafer G. Game-Theoretic Probability and Its Uses, 

Especially Defensive Forecasting // The Game-Theoretic 

Probability and Finance Project. Working paper is No. 22. 

URL: http://www.probabilityandfinance.com/ 

Игровые мартингалы 

 

Последовательность функций K0, K1, … 

называется игровым мартингалом, если вы-

полняются следующие условия: 

K0 = α, 

Kn = Kn–1 + sn × 

×(yn – P(Yn = 1/Y1 = y1, Y2 = y2, ..., Yn–1 = yn–1)). 

Функции Ki, описывают изменение капи-

тала в игре, K0 – это первоначальный капи-

тал, Yi – случайные величины, принимаю-

щие в простейшем случае значения единица 

и ноль, yi значения, которые принимают 

случайные величины Yi, sn – ставка для n-го 

хода игры.  

Для того чтобы в игровой концепции ис-

пользовались принципы и методы проверки 

гипотез, разработанные в стандартной ста-

тистической теории, необходимо осущест-

вить игровую интерпретацию этих принци-

пов. В стандартной статистической теории 

исследуемая гипотеза фальсифицируется, 

если при условии ее правильности происхо-

дит событие, имеющее малую вероятность. 

Это так называемый принцип А. Курно в 

сильной форме, запрещающий маловероят-

ные события и имеющий статус моста, свя-

зывающего стохастическую математику и 

реальность. 

 

Значимость  

игровых мартингалов 

 

Во-первых, к методологическим дости-

жениям игровой теории относится создание 

Вилли игрового аналога принципа Курно, 

выполняющего функцию критерия отбрасы-

вания гипотез в игровой концепции теории 

вероятностей. Финансовая игровая интер-

претация принципа Курно заключается в 

невозможности многократного выигрыша  

в безрисковой игре.  

Во-вторых, концепция мартингалов,  

в границах ее применимости является неза-

висимой от используемой вероятностной 

интерпретации, так как понятие вероятности 

в концепции игровых мартингалов является 

вторичным, оно вводится на основе понятия 

цены игры [Shafer, Vovk, 2001].  

В-третьих, все фундаментальные теоре-

мы в классической теории вероятностей 

верны с точностью до множеств меры нуль, 

однако в случае игровых мартингалов фун-

даментальные теоремы являются категори-

ческими утверждениями, верными и для 
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множеств нулевой меры. Частично в боль-

шей общности игровых мартингалов легко 

убедиться с помощью выведения игрового 

мартингала путем несложных преобразова-

ний описания неигрового мартингала [Рез-

ников, 2010]. 

В-четвертых, доказательства на основе 

игровых мартингалов имеют универсальный 

характер. Один из универсальных подходов 

основан на оценочном мартингале. После-

довательность функций K0, K1, … является 

оценочным мартингалом, если она является 

мартингалом, K0 = 1 и функция Kn всегда 

является неотрицательной.  

Доказательство теорем теории вероятно-

стей с помощью игрового подхода реализу-

ется с помощью игроков. Среди игроков 

выделяются ключевые игроки и вспомога-

тельные фигуры. К ключевым игрокам от-

носится теоретик, проверяющий правиль-

ность созданной им теории посредством 

столкновения ее с действительностью. Тео-

ретик может функционировать под другим 

именем, например, Предсказателя. Его 

функция заключается в получении предска-

зания и его проверки. Другим ключевым 

игроком является Реальность, именно Ре-

альность определяет итоговый результат. 

Иногда вводится третий игрок. Это Скептик, 

он выполняет некоторые функции теорети-

ка. Скептик пытается опровергнуть предло-

женную теоретиком теорию. Если Скептик в 

результате игры становится многократно 

богаче, или тем более становится бесконеч-

но богатым, при этом не рискуя основным 

капиталом, то это обстоятельство является 

решающим аргументом несовершенства 

теории.  

Унификационная схема доказательства 

различных теорем теории вероятностей с 

использованием мартингалов предполагает 

обоснование, что используемый мартингал 

является оценочным. Некоторые элементы 

унификационного подхода рассмотрим на 

примере доказательств теорем строгого за-

кона больших чисел и слабого закона боль-

ших чисел.  

Для доказательства строгого закона 

больших чисел Вилли использовал следую-

щий протокол игры 
3
. (В этом протоколе 

                                                 
3 Shafer G. Game-Theoretic Probability and Its Uses, 

Especially Defensive Forecasting // The Game-Theoretic 

Предсказатель, задав моделируемую посто-

янную вероятность с помощью параметра p, 

напрямую не участвует в игре.)  

K0 = 1. Скептик делает ставку sn. Ставка – 

это число купленных билетов, если число 

купленных билетов положительное, то это 

означает, что Скептик верит, что Реальность 

объявит Y = 1. Стоимость билета равна ве-

роятности того, что Реальность объявит  

текущий результат положительным. Если 

число билетов отрицательное, то Скептик 

рассчитывает, что Реальность примет Y = 0. 

Реальность объявляет, что yn принадлежит 

множеству вещественных чисел {0, 1}. Из-

менение капитала задается следующей фор-

мулой: 

Kn = Kn–1 + sn(yn – p).               (2) 

На основе этого протокола необходимо 

доказать классический закон больших чи-

сел: 

( )( )lim 1.n
n

P r n p
→∞

= =               (3) 

Для того чтобы доказать теорему, Вилли 

использует следующий мартингал: 

( )

( ) ( ) ( )

1 2, , ...,

! ! 1 ! .nn

n n

n rr

n n

K y y y

r n r n p q
− −−

=

= − +
 

 

 

(4) 

Здесь n – объем выборки, rn – число единиц, 

n – rn – число нулей, yi = 0 или 1, 

1

.
n

n i

i

r y
=

=∑                            (5) 

Подход Вилли не является ни чисто мар-

тингальным, ни чисто вероятностным, он 

сочетает мартингальные и вероятностные 

свойства данных. В этом подходе мартингал 

это правдоподобие: отношение двух вероят-

ностных функций. В данном случае это  

отношение функции ( ) ( )! ! 1 !n nr n r n− +  к 

функции 
( )nn
n rr

p q
−

, поэтому выражение (4) 

является мартингалом.
 
Легко получить, что 

(4) является оценочным ограниченным мар-

тингалом. Отсюда, решая неравенство 

( ) ( ) ( )
! ! 1 ! ,nn

n rr

n nr n r n p q C
− −−− + <  

где C – константа, с помощью формулы 

Стирлинга для факториалов получим иско-

мую формулу (3).  

С помощью совершенно аналогичного 

подхода на основе мартингала  
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( )( )221 1n n i iK N S y p= + − −∑  

получается доказательство теоремы слабого 

закона больших чисел 
4
. 

У Вилли это доказательство также осно-

вано на сочетании вероятностных и мартин-

гальных свойств. В работе Шафера и Вовка 

[Shafer, Vovk, 2001] даны чисто мартин-

гальные доказательства всех известных 

фундаментальных теорем. Другой общий 

подход в игровой теории вероятностей к 

доказательству фундаментальных теорем 

теории связан методом вынуждения. Для 

специалиста в области философии матема-

тики интерес представляют не технические 

детали, а принципиальные идеи доказа-

тельств. Рассмотрим идеи доказательства 

слабой теоремы закона больших чисел ме-

тодом вынуждения 
5
.  

В простейшем варианте теоремы это игра 

Скептика и Реальности. Протокол игры 

имеет следующий характер. 

K0 = 1. Для n = 1, 2, … Скептик объявля-

ет, что Mn принадлежит области веществен-

ных чисел. Реальность объявляет, что xn 

принадлежит двухэлементному множеству, 

состоящему из нулей и единиц. Изменение 

капитала задано следующим выражением: 

Kn = Kn–1 + Mnxn. 

Здесь описана игра двух игроков по угады-

ванию результата бросания монеты. Ход 

каждого игрока тут же делается известным 

сопернику, K0 – это первоначальный капи-

тал Скептика, Mn – число купленных биле-

тов Скептиком, xn – результат игры, объяв-

ленный реальностью. Скептик выиграет в 

одном из трех случаев: 

1) Kn всегда неотрицательно; 

2) lim 1;n
n

K
→∞

=   

3) 
1

lim1 1 2.
n

i
n

i

n x
→∞

=

=∑
 

Третье условие представляет собой теорему 

закона больших чисел в слабой форме. 

Предположим, что Скептик делает ставку 

на герб, при этом на каждом шаге он выде-

ляет определенную пропорцию денег ε на 

появление герба. Реальность, чтобы воспре-

                                                 
4 Shafer G. Game-Theoretic Probability and Its Uses, 

Especially Defensive Forecasting // The Game-Theoretic 

Probability and Finance Project. Working paper is No. 22, 

2007. URL: http://www.probabilityandfinance.com/ 
5 Ibid. 

пятствовать обогащению Скептика, уста-

навливает среднее число выпадений герба 

после n экспериментов, равное 

1

1 ,
n

i

i

n x
=

∑
 

меньшим или равным ε. Делая бесконечное 

число ставок на появление герба, Скептик 

вынуждает Реальность делать усредненную 

асимптотическую частоту гербов не больше 

чем ε. Повторяя рассуждения для ставки на 

решку, Скептик вынуждает Реальность ус-

тановить среднюю частоту появления гер-

бов равной одной второй. Таким образом, 

вероятностные законы, в том числе закон 

больших чисел в слабой форме, появляются 

вследствие формализации правильной от-

крытой безрисковой игры, где большие или 

бесконечные выигрыши невозможны.  

Популярность игровой вероятностной 

концепции в большой степени связана с ин-

тенсивно развивающимся направлением под 

названием «защита предсказания». В этом 

направлении разрабатываются стратегии, 

позволяющие не только получить предска-

зание, но и обосновать корректность полу-

ченного предсказания. Обычно хорошему 

предсказанию предшествует корректная ка-

либровка. В простейшей игре Предсказателя 

и Реальности первый игрок осуществляет 

корректную калибровку, если его ходы 

практически неотличимы от ходов Реально-

сти. В более сложной игре наряду с этими 

двумя игроками участвует еще и Скептик. 

Он пытается опровергнуть теорию Предска-

зателя и стать богатым. Способен ли Пред-

сказатель победить, если Реальность играет 

на стороне Скептика? Известный математик 

Филипп Давид полагал, что в этом случае у 

Предсказателя нет шансов на успех. Он 

привел следующий пример, демонстрирую-

щий фиаско Предсказателя, когда Реаль-

ность кооперируется со Скептиком [Dawid, 

1985]. Протокол игры этого примера имеет 

следующий вид.  

Для n = 1, 2, … Предсказатель объявляет 

результат pn, принадлежащий замкнутому 

интервалу [0, 1]. Скептик объявляет резуль-

тат sn, являющийся вещественным числом. 

Реальность объявляет, что истинным резуль-

татом yn будет число 0 или 1. Выигрыш Скеп-

тика определяется выражением sn(yn – pn).  

Выигрышная стратегия, по Давиду, для 

Реальности и Скептика такова: 
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yn = {1, если pn < 0,5; 0, если pn ≥ 0,5}, 
sn = {1, если pn < 0,5; –1, если pn ≥ 0,5}. 

В этом случае выигрыш Скептика всегда 

больше или равен 0,5. Однако в случае не-

прерывной стратегии Скептика Предсказа-

тель не проигрывает. В работе «Defensive 

forecasting» 
6
 показано, что в случае непре-

рывной стратегии Скептика (его ставка  

является непрерывным отображением Sn 

замкнутого отрезка [0, 1] на множество ве-

щественных чисел), Предсказатель при пра-

вильной стратегии игры добивается, того, 

что накопленный капитал Скептика являет-

ся монотонной убывающей функцией:  

K0 ≥ K1 ≥ K2, ... 

Идея доказательства. Если Sn всегда по-

ложительно, то Предсказатель назначает  

pn = 1, если Sn всегда отрицательно, то 

Предсказатель назначает pn = 0, для этих 

ситуаций Скептик в лучшем случае не теря-

ет капитал. Во всех других ситуациях Пред-

сказатель выбирает pn такое, что Sn(pn) = 0. 

Рассмотрение игр более общего характера,  

в которых Предсказатель способен защи-

тить сделанное предсказание против коали-

ции Реальности и Скептика, требует прове-

дения отдельного исследования на основе 

достаточно сложного аппарата теории обу-

чения (Matching Learning). В ранее опубли-

кованных работах [Резников, 2008; 2010]  

показано, что мартингалы являются теоре-

тическим аппаратом стохастической мате-

матики и представляют широкий интерес 

для философии науки. Теория мартингалов 

представляет возможности для философов-

аналитиков по моделированию интеллекту-

альных игр, в которых игроки на основе 

 
 

6 Vovk V., Takemura A., Shafer G. Defensive Fore-

casting // The Game-Theoretic Probability and Finance 

Project. Working paper is No. 8, 2005. URL: http:// 

www.probabilityandfinance.com/ 

результатов наблюдений получают аппарат 

для конструирования предсказаний, провер-

ки их правильности и защиты. Кроме того, 

мартингалы представляют интерес для фи-

лософии науки с точки зрения взаимоотно-

шения прикладных и теоретических подхо-

дов в стохастической математике. Начиная с 

восьмидесятых годов и вплоть до появления 

мартингалов, происходило доминирование 

прикладных направлений. Решение подав-

ляющего числа проблем в практике научных 

исследований на основе прикладных мето-

дов является естественным, так как запросы 

прикладных областей опережают возможно-

сти теоретической науки. Однако решение 

задач теоретическими методами, в частно-

сти на основе мартингалов, которые широко 

используются, особенно в экономике, имеет 

бесспорное преимущество, связанное с по-

ниманием и объяснением изучаемых поло-

жений дел [Shafer, Vovk, 2001]. 
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PHILOSOPHICAL AND METHODOLOGICAL ANALYSIS OF MARTINGALES 

AND GAME-THEORETIC MARTINGALES 

 

The paper demonstrates the value of martingales, game martingales for the philosophy of science, pure and applied 

stochastic mathematics. It studies approaches to the creation of forecasts by means of game martingales. Game martin-

gales provide for generation of prognoses taking into account all known laws of the probability theory. Efficiency of 

prognoses is demonstrated by the example of the Forecaster game against the coalition of Reality and Skeptic in which the 

Forecaster doesn’t lose.  

Keywords: martingale, game-theoretic martingale, scoring martingale, Cournot’s principle, the law of large numbers 

theorem, forecasting. 


