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ВЕТВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ
ГИПОТЕТИЧЕСКИХ ГЕННЫХ СЕТЕЙ

В работе рассматривается один класс систем обыкновенных дифференциальных уравнений
с симметрией, моделирующих генные сети. Проводится численное исследование зависимости
стационарных решений этих моделей от скалярного параметра в окрестности точки ветвления.
Предлагается численный алгоритм построения зависимости решений от параметра в окрестно-
сти точки ветвления с нахождением всех решений.

Введение

Задачи прикладной математики часто сводятся к решению нелинейных операторных
уравнений вида

F (x, α) = 0, (1)

где F (x, α) : (E1 × E) → E2 — нелинейный оператор, определенный и непрерывный
(достаточно гладкий) в окрестности Ω(x∗, α∗) ⊂ (E1 × E) известного решения x∗ при
α = α∗; E1, E2 и E– банаховы пространства. Требуется построить решение x = x(α)
уравнения (1) в окрестности Ω(x∗, α∗). Если производная Фреше Fx(x∗, α∗) существует
и является обратимым оператором, то в Ω(x∗, α∗) по теореме о неявной функции [1]
существует единственное непрерывное (гладкое) решение x = x∗ + y(α− α∗).

Теория ветвления рассматривает вопросы о существовании и количестве малых ре-
шений y(α−α∗) и построении их асимптотики по малому параметру (α−α∗) в случае, ко-
гда оператор Fx(x∗, α∗) имеет нетривиальное подпространство нулей N(Fx(x∗, α∗)), т. е.
не выполнены предпосылки теоремы о неявной функции. В этих условиях в Ω(x∗, α∗)
может существовать несколько решений или семейств решений, зависящих от одного
или нескольких свободных параметров; (x∗, α∗) называется тогда точкой ветвления
решений уравнения (1).

В случае однопараметрических (E = R1) семейств общего положения точкой ветвле-
ния может быть только точка ветвления типа «поворот» [3]. Однако наличие симметрии
у семейства оказывает влияние на бифуркации этого семейства, и точка ветвления мо-
жет иметь более сложный характер, что будет продемонстрированно ниже.

В данной работе F (x, α) — однопараметрическое семейство симметричных вектор-
ных полей одного специального вида, которые задают систему нелинейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

dx

dt
= F (x, α), x ∈ Rn, α ∈ R1. (2)

Мы будем исследовать зависимость положений равновесия системы (2) или, что то же,
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зависимость особых точек семейства F (x, α) от параметра α в Ω(x∗, α∗), когда (x∗, α∗)
является изолированной точкой ветвления.

На настоящий момент существующие методы поиска малых решений в окрестности
точки ветвления (например, метод диаграмм Ньютона, метод неопределенных коэффи-
циентов) носят теоретический характер и почти не пригодны для практического при-
менения, поскольку они основаны на вычислении производных F

(m)
(x,α), m = 1, 2, . . . , s до

некоторого (наперед неизвестного) порядка s (при условии существовании этих произ-
водных), что представляется малопригодным в условиях машинных вычислений. С эти-
ми методами можно ознакомиться, например, по монографии [2].

В свете сказанного выше возникает проблема разработки эффективных алгоритмов
численного построения малых решений уравнения (1) в окрестности точки ветвления.
И далее, в этой работе будет предложен алгоритм численного нахождения всех зави-
симостей особых точек векторного поля (2) от параметра в окрестности изолированной
точки ветвления.

§ 1. Симметричные генные сети

Будем рассматривать математические модели гипотетических генных сетей, которые
представляются следующими системами из n дифференциальных уравнений

dxi

dt
=

α

1 + βzi
− xi, i = 1, 2, . . . , n, (3)

где

z1 = xγ
n + xγ

n−1 + . . . + xγ
n−k+2,

z2 = xγ
1 + xγ

n + . . . + xγ
n−k+3,

. . . . . . . . . . . . . . . .

zn = xγ
n−1 + xγ

n−2 + . . . + xγ
n−k+1.

Здесь, xi = xi(t) ≥ 0 — концентрация белка с номером i в момент времени t, участву-
ющего в реакции; α ≥ 0, β ≥ 0, γ > 1, k = 2, 3, . . . , n — параметры модели. Данные
системы являются частным случаем одного класса систем, применяемых для модели-
рования генных сетей [5]. Содержательные результаты об этих моделях можно найти
также в [6].

В данной идеализированной ситуации у всех белков, входящих в данную генную сеть,
все характеристики одинаковы, что отражается в «одинаковости» параметров α, β, γ,
входящих в каждое уравнение, отсюда и название «гипотетические», они же симмет-
ричные, генные сети. Системы (3) являются автономными и обозначаются M(n, k). Для
данной системы будем исследовать зависимость стационарных решений или, что то же,
зависимость особых точек векторного поля

fi(x, α) =
α

1 + βzi
− xi, i = 1, 2, . . . , n,

от параметра α. Для краткости будем использовать векторную запись

F (x, α) = (f1(x, α), . . . , fn(x, α))T = 0. (4)
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Далее нам понадобятся следующие определения.

Определение 1. Говорят, что векторное поле H(x), x ∈ Rn, соответственно и диф-
ференциальное уравнение ẋ = H(x), инвариантно относительно диффеоморфизма g :
Rn → Rn или g-инвариантно, если для всех x

H(g(x)) =
dg(x)
dx

H(x). (5)

Диффеоморфизм g называют симметрией поля.

Определение 2. Решение g-инвариантного дифференциального уравнения, траекто-
рия которого ξ в фазовом пространстве Rn удовлетворяет соотношению

g(ξ) = ξ,

называется симметричным решением.

Нетрудно показать, что симметриями векторных полей семейства (4) будет целая
группа диффеоморфизмов, которые задаются формулами

gi(x1, x2, . . . , xn) = (. . . , xn−1, xn, x1, x2, x3 . . .)T , i = 1, . . . , n

i
(6)

Порядок группы равен n. Диффеоморфизмы (6) являются линейными преобразования-
ми в Rn, и матрицы этих диффеоморфизмов в стандартном ортонормированном базисе
пространства Rn будут выглядеть следующим образом:




c1 c2 c3 . . . cn

cn c1 c2 . . . cn−1

cn−1 cn c1 . . . cn−2

. . . . .

. . . . .

. . . . .

c2 c3 c4 . . . c1




.

Здесь для диффеоморфизма gi все cj = 0, кроме cn−i+2 = 1, i = 2, 3, . . . , n, для i = 1 все
cj = 0, кроме c1 = 1.

§ 2. Симметричная особая точка

Очевидно, особая точка xs(α) = (u, u, . . . , u) семейства (4), у которой все компоненты
равны между собой, будет симметричной для каждого диффеоморфизма gi . Компонен-
ты таких простейших симметричных траекторий могут быть найдены из уравнения

f(u, α) = α− u(1 + (k − 1)βuγ) = 0. (7)

Поскольку по физическому смыслу задачи α ≥ 0, u ≥ 0, то

df

du
= −[(1 + (k − 1)βuγ) + u(k − 1)βγuγ−1] < 0, u ∈ [0,∞), α ∈ [0,∞),

и (7) определяет однозначную зависимость u = u(α), α ∈ [0,∞).
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Пусть α = 0, тогда матрица Якоби системы (4) в окрестности нулевой симметричной
особой точки xs(0) = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rn будет равняться −I, где I — единичная матрица.
Следовательно, по теореме о неявной функции в некоторой окрестности α = 0, уравне-
ние (4) определяет однозначную функцию xs = xs(α). Что будет вне этой окрестности?
Как сказано выше, (7) определяет однозначную зависимость u = u(α), α ∈ [0,∞).
Однако если мы будем рассматривать u = u(α) как компоненты n-мерной симметрич-
ной особой точки xs = (u, u, . . . , u) векторных полей (4) и будем строить зависимость
xs = xs(α), α ∈ [0,∞), то ничто нам не гарантирует выполнения условия det(Fx) 6= 0,
необходимого для построения однозначной зависимости xs(α). Действительно, покажем,
что на кривой симметричных особых точек семейства (4) в пространстве Rn+1 существу-
ет такая пара (xs∗, α∗), что det [Fx(xs∗, α∗)] = 0.

Линеаризуем (4) в окрестности xs при некотором α. Учитывая вид точки xs, матрица
первого приближения будет циркулянтом

Fx(xs, α) =




c1 cn cn−1 . . . c2

c2 c1 cn . . . c3

c3 c2 c1 . . . c4

. . . . .

. . . . .

. . . . .

cn cn−1 cn−2 . . . c1




, (8)

c1 = −1, cn = cn−1 = . . . = cn−k+2 = 0, cn−k+1 = . . . = c2 = −X,

X =
αβγuγ−1

(1 + (k − 1)βuγ)2
≥ 0, u ∈ [0,∞).

Для таких матриц удается выписать спектр в явном виде [7]:

λj = c1 + c2εj + c3ε
2
j + . . . + cnεn−1

j , j = 1, 2, . . . , n,

где
εj = ei2πj/n = cos(2πj/n) + i sin(2πj/n), i =

√−1.

Заметим, что εj = 1 только при j = n. Эти выражения можно переписать в другом
виде [6]:

λj = −1−XAje
ikωj , λn = −1− (k − 1)X, (9)

j = 1, 2, . . . , n− 1,

где
Aj =

sin((k − 1)ωj)
sin(ωj)

, ωj = πj/n.

В [6] также доказано следующее утверждение и следствие из него:

Утверждение 1. Пусть q < k — целое число, а r = nq/k. Если среди указанных q

найдутся такие, что r — целое, то при X = 1 спектр циркулянта ((8)) содержит нулевое
собственное число.

Приведем короткое доказательство из [6], оно нам понадобится в дальнейшем.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть r — целое. Полагая j = r в формуле (9), получим

kωj = kπj/n = qπ, sin(kωj) = 0, cos(kωj) = (−1)q.

Таким образом, eikωj = (−1)q. Поскольку q < k, то r < n и, следовательно,

sin(wj) 6= 0, Aj = (−1)q+1.

В результате находим, что

λj = −1−XAje
ikωj = −1 + X = 0

при X = 1. Утверждение 1 доказано.

Следствие. Пусть d — наибольший общий делитель чисел n и k. Тогда спектр цирку-
лянта (8) при X = 1 содержит нулевое собственное число кратности d − 1. Если n и k

взаимно простые, то циркулянт всегда невырожден.

Нетрудно показать, что любой циркулянт является нормальной матрицей, а, сле-
довательно, абсолютные значения собственных чисел будут являться ее сингулярными
числами [7]. Таким образом, мы получаем аналитическую формулу для ранга матрицы
(8), поскольку ранг матрицы равен количеству отличных от нуля сингулярных чисел.
В нашем случае ранг каждой такой матрицы (8) при разных n и k равен n − d + 1.
Можно сформулировать следующее

Утверждение 2. Пусть n и k — невзаимопростые числа. Тогда существует такое α,
что векторное поле (4) при X = 1 имеет вырожденную симметричную особую точку
xs∗ = (u∗, u∗, . . . , u∗) такую, что Rank[Fx(xs∗, α∗)] = n − d + 1. При этом из X = 1 и (7)
следует, что

u∗ =
1

[β(γ − k + 1)]1/γ
, α∗ =

γu∗
γ − k + 1

, γ > k − 1.

Более того, численные расчеты показывают, что

Rank[Fx(xs
∗, α∗)|Fα(xs

∗, α∗)] = n− d + 1,

т. е. ранг расширенной матрицы Якоби также равен n − d + 1. Это говорит о том, что
сменой параметризации нельзя будет добиться «упрощения» вырождения.

Таким образом, в пространстве Rn+1 на пространственной кривой Γ = {(xs, α) :
F (xs, α) = 0} существует точка (xs∗, α∗) такая, что при α = α∗ линейная часть векторного
поля (4) имеет нетривиальное ядро N(Fx(xs∗, α∗)), и его размерность равняется n−d+1,
т. е. при d > 1 точка (xs∗, α∗) является точкой ветвления особых точек семейства (4).

§ 3. Вычислительная корректность

Задача о ветвлении особых точек однопараметрического семейства векторных полей
является вычислительно не устойчивой, поскольку малые шевеления семейства могут
привести к тому, что сложно вырожденная особая точка — точка ветвления распадется
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на простейшие вырожденные особые точки [3]. Однако наличие у семейства симметрии
оказывает влияние на бифуркации этого семейства.

В этом параграфе мы покажем, что задача о ветвлении особых точек семейства
(4) будет вычислительно корректной, а именно, что симметричная особая точка этого
семейства будет непрерывно зависеть от малых шевелений этого семейства. Другими
словами, при подмене семейства векторных полей (4) достаточно близким к нему се-
мейством F̂ (x, α) с той же группой симметрий (6), точка ветвления (x∗, α∗) семейства
F (x, α) заменится близкой к ней (x̂∗, α̂∗) и кроме того dimN(F̂x) = dimN(Fx).

Рассмотрим g-инвариантное векторное поле H(x) с симметрией (6). Предположим,
что в результате погрешностей вычисления, связанных, например, с ошибками округ-
ления в памяти вычислительной машины, оно заменится на поле Ĥ(x) такое, что для
любого x из области определения поля H будет

||H(x)− Ĥ(x)|| ≤ δ, (10)

где через δ обозначим погрешность вычисления. Тогда нетрудно показать, что в рамках
машинных округлений поле Ĥ(x) можно считать g-инвариантным векторным полем.
Другими словами, мы покажем, что выполнено неравенство

||Ĥ(g(x))− dg

dx
Ĥ(x)|| ≤ 2δ.

Действительно, в силу линейности диффеоморфизма g и неравенства (10) будет верна
следующая цепочка неравенств:

||Ĥ(g(x))− dg

dx
Ĥ(x)|| ≤ ||Ĥ(g(x))− dg

dx
Ĥ(x)−H(g(x)) +

dg

dx
H(x)|| ≤

≤ ||H(g(x))− Ĥ(g(x))||+ ||dg

dx
H(x)− dg

dx
Ĥ(x)|| ≤ 2δ.

В последнем неравенстве мы воспользовались равенством ||dg/dx|| = 1. Это вытекает
из того, что матрица dg/dx диффеоморфизма (6) является матрицей вращения.

Поэтому можно утверждать, что в условиях машинных округлений вместо семейства
F мы будем оперировать некоторым близким к нему g-инвариантным семейством F̂ с
симметрией (6).

Итак, пусть у нас имеется семейство векторных полей F̂ с группой симметрий (6),
для которого выполнено неравенство (10). Ясно, что F̂ имеет кривую симметричных
особых точек Γ̂ = {(x̂s, α) : F̂ (x̂s, α) = 0}, близкую к кривой Γ. Компоненты û вектора
x̂s можно вычислить из уравнения (7) с учетом погрешностей вычисления.

Далее нам необходимо показать, что на кривой Γ̂ найдется точка (x̂s∗, α̂∗) достаточно
близкая к точке (xs∗, α∗) и такая, что

dimN(F̂x) = dimN(Fx)

в точках (x̂s∗, α̂∗) и (xs∗, α∗), соответственно.
Линеаризовав F̂ при некотором α в окрестности точки x̂s(α) = (û, û, . . . , û), получим

матрицу Якоби (8) с компонентами

c1 = −1, cn = cn−1 = . . . = cn−k+2 = 0, cn−k+1 = . . . = c2 = −X + δ,
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где δ характеризует погрешность вычислений. Следовательно, как и для матрицы (8),
можем выписать спектр матрицы F̂x

λ̂j = −1− (X − δ)(εj + ε2
j + . . . + εk−1

j ), j = 1, . . . , n,

и аналогично (9) перепишем его в виде

λ̂j = − 1−XAje
ikωj + δAje

ikωj , j = 1, . . . , n− 1,

λn = − 1− (k − 1)X + (k − 1)δ.

Поэтому для всех тех j, для которых собственные числа λj матрицы Fx(xs∗, α∗) равны
0, получим, что (см. доказательство утверждения 1)

λ̂j = (−1)2q+1δ = −δ.

Таким образом, в рамках машинных округлений можем считать, что

Rank[F̂x(x̂s
∗, α̂∗)] = Rank[Fx(xs

∗, α∗)] = n− d + 1.

Координаты точки (x̂s∗, α̂∗), аналогично утверждению 2, находим из равенства X = 1+δ.

§ 4. Продолжение по параметру

При численном построении кривой Γ на отрезке [α[0];α[N ]] ⊂ R1 применяют методы,
называемые методами продолжения по параметру.

При знании стартового решения x[0] = x(α[0]) ∈ Rn, мы имеем

x[m+1] = x(α[m] + ε[m]) = x[m] + ε[m] dx[m]

dα
+ o(ε[m]), ε[m] > 0, m = 0, 1, . . . , N − 1. (11)

Здесь
dx[m]

dα
находится следующим образом: подставив в (4) решение x = x(α), мы

получим тождество F (x(α), α) ≡ 0. Продифференцировав его по параметру α, приходим
к равенству

Fx
dx

dα
+ Fα = 0,

которое представляет собой линейную систему уравнений относительно
dx

dα
с матрицей

Fx и вектором правых частей −Fα. Таким образом, при α = α[m] получаем

dx[m]

dα
= −F−1

x Fα.

После чего найденное в (11) приближенное решение уточняется методом Ньютона для
решения систем нелинейных уравнений. Продолжая этот процесс, мы сможем для лю-
бого α[m] ∈ [α[0]; α[N ]] определить x[m], m = 0, 1, . . . , N . Однако необходимо, чтобы
det(Fx) 6= 0 для всех α ∈ [α[0];α[N ]]. Поэтому если точка ветвления (x∗, α∗) такова, что
α∗ принадлежит отрезку [α[0]; α[N ]], то только что описанная процедура будет работать
некорректно.

В свете сказанного, ниже будет предложен алгоритм, позволяющий избежать такой
некорректной ситуации и построить зависимость x(α) особой точки векторного поля (4)
в окрестности точки ветвления (x∗, α∗) ∈ Rn+1.
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§ 5. Уравнение разветвления

В § 3 мы показали, что точка ветвления (xs∗, α∗) будет устойчива к малым возмуще-
ниям семейства (4), связанными с ошибками округления. Поэтому можем переходить
к анализу зависимости особых точек семейства (4) от параметра α в окрестности этой
точки при помощи численных методов. Для этого нам понадобятся некоторые факты
из теории ветвления решений нелинейных уравнений.

Основы теории ветвления решений операторных уравнений были заложены в начале
XX в. в работах А.М. Ляпунова [8] и Э. Шмидта [9]. Ими было показано, что задача о
ветвлении решений нелинейных уравнений с аналитическими нелинейностями сводит-
ся к исследованию уравнения разветвления (УР) — задаче ветвления решений систем
неявных аналитических функций. Предложенный ими метод построения УР стали на-
зывать методом Ляпунова–Шмидта. Детально ознакомиться с этим методом для общего
случая операторов над банаховыми пространствами можно по монографии [10]. Далее
мы вкратце приведем вывод УР для n нелинейных уравнений с n неизвестными.

Итак, будем рассматривать систему нелинейных уравнений

h1(x1, x2, . . . , xn, α) = 0,

h2(x1, x2, . . . , xn, α) = 0,

. . . . . . . . .

hn(x1, x2, . . . , xn, α) = 0

(12)

со скалярным параметром α ∈ R1, здесь hi(x1, x2, . . . , xn, α), i = 1, 2, . . . , n — компо-
ненты вектор-функции H = (h1, h2, . . . , hn)T . Тогда вывод УР сводится к следующему.
В этом случае Hx(x, α) есть матрица Якоби порядка n × n. Предположим, что в точке
(x∗, α∗) выполняются неравенства 0 < dimN(Hx) = n − r < n, т. е. ранг матрицы Hx

равен r > 0. Для простоты предположим, что базисный минор образуют первые r строк
матрицы Hx. Тогда, по теореме о неявных функциях, первые r строк из (16) задают
систему уравнений, которая имеет единственное решение

x1 = φ1(x′, α),
x2 = φ2(x′, α),
. . . . . . .

xr = φr(x′, α),

(13)

определенное в некоторой окрестности Ω(x′∗, α∗) ⊂ Rn−r+1 точки (x′∗, α∗), где x′ =
= (xr+1, . . . , xn), удовлетворяющее условию

xi∗ = φi(x′∗, α∗), i = 1, 2, . . . , r

и в Ω(x′∗, α∗) удовлетворяющее первым r уравнениям системы (16)

hi(φ1(x′, α), . . . , φr(x′, α), x′, α) = 0, i = 1, 2, . . . , r.

Далее, если мы подставим систему функций (17) в оставшиеся (n− r) уравнений, то
мы придем к УР

ĥi(x′, α) = hi(φ1(x′, α), . . . , φr(x′, α), x′, α) = 0, i = r + 1, 2, . . . , n. (14)
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При этом, матрица Якоби системы (18) равна нулю при x′ = x′∗, α = α∗, а число малых
решений УР равно числу малых решений (16) [10].

Для полного решения задачи отыскания малых решений уравнения (16) нужно из
УР определить систему функций x′ = x′(α), удовлетворяющих условию x′∗ = x′(α∗).
Этим будут найдены

xi = xi(α), i = r + 1, . . . , n

и при помощи формул (17) – остальные функции x1 = x1(α), x2 = x2(α), . . . , xr = xr(α).

§ 6. Алгоритм поиска малых решений УР

Далее на основе метода продолжения решения по параметру и εs-алгоритма поиска
всех решений нелинейных уравнений [11] будет предложен численный алгоритм построе-
ния всех малых решений УР при условии, что точка ветвления является изолированной.

Рассмотрим систему нелинейных уравнений (16), которую, для краткости, будем по-
прежнему обозначать

H(x, α) = 0.

Пусть (x∗, α∗) ∈ Rn+1 является изолированной точкой ветвления системы (16), т. е.
в достаточно малой окрестности (x∗, α∗) не существует других точек, где бы
det[Hx(x, α)] = 0. Рассмотрим в точке (x∗, α∗) вместо матрицы Hx расширенную
n × (n + 1)-матрицу Якоби [Hx|Hα]. Однако по-прежнему будем обозначать ее ранг
через r, т. е. предполагаем Rank[Hx|Hα] = r < n. Мы намеренно исключаем возмож-
ность r = n, поскольку в этом случае в точке (x∗, α∗) либо вовсе нет вырождения, либо
(x∗, α∗) является точкой перегиба, либо точкой ветвления — точкой поворота. В обоих
последних случаях для построения решения в окрестности (x∗, α∗) существуют более
эффективные алгоритмы (см., например, [12, 13]). При сделанных предположениях УР
будет состоять из (n− r) уравнений

ĥi(x′, α) = hi(φ1(x′, α), . . . , φr(x′, α), x′, α) = 0, i = r + 1, . . . , n.

Далее, для упрощения записи, мы будем придерживаться следующих обозначений:

x′ = y = (y1, y2, . . . , yn−r) ∈ Rn−r,

ĥi(y, α) = gi−r(y, α), i = r + 1, . . . , n.

Тогда УР запишется в виде

vi(y1, y2, . . . , yn−r, α) = 0, i = 1, 2, . . . , n− r.

Эту систему мы еще для краткости будем записывать в векторном виде

V (y, α) = 0, y ∈ Rn−r. (15)

Мы также будем предполагать, что в окрестности (y∗, α∗) нет других точек ветвления
УР. Таким образом, мы рассматриваем ситуацию, когда ветви решений, «рожденных»
в точке (y∗, α∗), представляют собой непрерывные кривые в пространстве Rn−r+1. В
связи с этим введем в рассмотрение гиперсферу

Sn−r+1(y∗, α∗, R) = {(y, α) ∈ Rn−r+1 : ||(y, α)− (y∗, α∗)|| = R}
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в пространстве Rn−r+1 с центром в точке (y∗, α∗) радиуса R и предположим, что каждое
малое решение УР — непрерывная пространственная кривая (y, α) ∈ Rn−r+1, рожден-
ная в точке ветвления (y∗, α∗) УР, пресекает сферу Sn−r+1(y∗, α∗, R) и притом только
один раз, а графики малых решений, рожденных в других точках ветвления, не имеют
общих точек с Sn−r+1(y∗, α∗, R) (этого можно добиться уменьшением радиуса сферы).
Таким образом, эти точки пересечения (y, α)

⋂
Sn−r+1(y∗, α∗, R) послужат стартовыми

решениями в методе продолжения решений y = y(α) УР по параметру, когда α → α∗.
Другими словами, нам необходимо найти решения следующей системы уравнений:

V (y, α) = 0,
||(y, α)− (y∗, α∗)|| −R = 0.

(16)

Чтобы решить систему (16), мы из последнего уравнения, т. е. из уравнения гипер-
сферы, выразим параметр α через переменные y1, y2, . . . , yn−r. Если в качестве нормы
|| · || возьмем, например, евклидову норму, тогда получим

α = ±
√√√√R2 −

n−r∑

j=1

(yj − yj∗)2 + α∗. (17)

Каждому y соответствует два значения α, которые мы соответственно обозначим через
α+(y) и α−(y). Следовательно, система (16) будет эквивалентна двум системам следую-
щего вида:

V (y, α+(y)) = 0, V (y, α−(y)) = 0. (18)

При этом поиск решения y осуществляется на замкнутом шаре

Bn−r(y∗, R) = {y ∈ Rn−r : ||y − y∗|| ≤ R}.

Мы опустим знаки + и − в обозначениях α−(y), α+(y) и будем подразумевать, что
описанная ниже процедура должна быть проделана как для уравнения V (y, α+(y)) = 0,
так и уравнения V (y, α−(y)) = 0.

Рассмотрим вместо уравнения V (y, α(y)) = 0 эквивалентное ему

Φ(y) = y, y ∈ Rn−r, (19)

где Φ(y) = V (y, α(y)) − y. По теореме о неявно заданных функциях и поскольку ком-
позиция непрерывных функций тоже является непрерывной функцией — левая часть
уравнения (19) будет непрерывна на компакте Bn−r(y∗, R). Следовательно, по теоре-
ме Кантора, Φ(y) — равномерна непрерывна на Bn−r(y∗, R). И мы можем применить
к задаче (19) εs-алгоритм, который строится на основе метода ε-сетей, предложенного
в [14] и развитого в [11]. Алгоритм использует свойство равномерной непрерывности
функций Φ(y), и суть его заключается в построении разрешающих последовательностей
для системы (19). Напомним, что сходящаяся последовательность {y(m)}∞m=1 точек про-
странства Rn−r называется разрешающей для операторного уравнения Φ(y) = y, если
||Φ(y(m))− y(m)|| → 0 при m →∞.

После применения εs-алгоритма решения системы (19) могут быть уточнены мето-
дом Ньютона для решения систем нелинейных уравнений. Для этого нам необходимо
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знать матрицу Якоби. Также матрица Якоби вектор-функции Φ(y)− y нам потребуется
для процедуры продолжения малых решений УР по параметру α в окрестности точки
(y∗, α∗). Поэтому далее опишем схему вычисления элементов (n− r)× (n− r) матрицы
(Φ(y)− y)y.

Поскольку

ϕi(y1, y2, . . . , yn−r)− yi = hr+i(φ1(y, α(y)), . . . , φr(y, α(y)), yr+1, . . . , yn, α(y)),

i = 1, 2, . . . , n− r,

то, учитывая замену (xr+1, xr+2, . . . , xn) = (y1, y2, . . . , yn−r) и применяя правило диффе-
ренцирования сложной функции, получим

∂(ϕi(y)− yi)
∂yj

=
r∑

q=1

∂hr+i

∂xq

dφq

dxr+j
+

∂hr+i

∂xr+j
+

∂hr+i

∂α

dα

dxr+j
, i, j = 1, 2, . . . , n− r. (20)

Здесь остаются неизвестными производные
dφq

dxr+j
, которые, с учетом

φq = φq(xr+1, xr+2, . . . , xn, α(xr+1, xr+2, . . . , xn)),

раскрываются следующим образом:

dφq

dxr+j
=

∂φq

∂xr+j
+

∂φq

∂α

dα

dxr+j
, j = 1, 2, . . . , n− r, q = 1, 2, . . . , r.

Непосредственно для вычисления производных
∂φq

∂xr+j
и

∂φq

∂α
применим к первым r урав-

нениям системы (16) правило вычисления производных неявно заданных функций, пред-
варительно подставив туда выражения (17). Получим соответственно (n− r) линейных
систем уравнений вида

r∑

q=1

∂h1

∂xq

dφq

dxr+j
+

∂h1

∂xr+j
= 0,

r∑

q=1

∂h2

∂xq

dφq

dxr+j
+

∂h2

∂xr+j
= 0,

. . . . . . . . . . . . . .
r∑

q=1

∂hr

∂xq

dφq

dxr+j
+

∂hr

∂xr+j
= 0,

j = 1, 2, . . . , n−r, для вычисления производных
∂φq

∂xr+j
и, аналогично, систему линейных

уравнений
r∑

q=1

∂h1

∂xq

dφq

dα
+

∂h1

∂α
= 0,

r∑

q=1

∂h2

∂xq

dφq

dα
+

∂h2

∂α
= 0,

. . . . . . . . . . . . . .
r∑

q=1

∂hr

∂xq

dφq

dα
+

∂hr

∂α
= 0
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для вычисления производных
∂φq

∂α
. Отметим, что эти системы имеют единственные ре-

шения, поскольку по условию мы предположили, что точка ветвления будет изолиро-
ванной. Следовательно, функциональный определитель

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂h1

∂x1

∂h1

∂x2
. . .

∂h1

∂xr
∂h2

∂x1

∂h2

∂x2
. . .

∂h2

∂xr

. . . . . . . .
∂hr

∂x1

∂hr

∂x2
. . .

∂hr

∂xr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0

в некоторой достаточно малой окрестности точки (x∗, α∗). Таким образом, мы полностью
определим выражения (20) и соответственно элементы матриц Якоби для систем (19).

§ 7. Результаты численного эксперимента

Приведем численные расчеты для модели M(6, 3) для β = 1, 0 и γ = 7, 0. По утвер-
ждению 2, ранг матрицы Якоби в этом случае будет равен 4. Следовательно, УР будет
состоять из двух уравнений относительно x5, x6 (по нашему усмотрению) и α:

v1(x5, x6, α) = 0,

v2(x5, x6, α) = 0.

Окрестность точки ветвления стационарных решений системы дифференциальных урав-
нений (3) для модели M(6, 3), γ = 7, 0, β = 1, 0, при этом α∗ = 1, 1124364, u∗ = 0, 7945974
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После того как мы проделали процедуры (18), (19) и применили εs-алгоритм, были
получены следующие результаты. В точке (y∗, α∗) ∈ (R2 × R1) рождаются 8 ветвей
решения УР, которые изображены на рисунке. Далее, воспользовавшись формулами
(17), мы получим 8 ветвей стационарных решений системы (3) в окрестности точки
(x∗, α∗) ∈ ∈ (R6×R1). Из них 6 обладают следующим свойством. При каждом 1 ≤ i ≤ 3

xi = xi+3 = u1,

остальные компоненты вектора x(α) равны u2 и наоборот. Оставшиеся 2 ветви являются
ветвями симметричного решения. Такая бифуркация называется бифуркацией с потерей
симметрии [12], когда от симметричного решения ответвляются несимметричные.

В заключение автор выражает искреннюю признательность Демиденко Геннадию
Владимировичу за участие в обсуждении работы.
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