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РЕШЕТКИ ВЫПУКЛЫХ ПОДМНОЖЕСТВ∗

В статье дается характеризация решеток, изоморфных решеткам выпуклых подмножеств
частично упорядоченных множеств конечной длины. Также описан класс решеток, изоморфных
решеткам выпуклых подмножеств n-арных деревьев для любого целого n > 1.

Ключевые слова: решетка, частично упорядоченное множество, выпуклые подмножества,
длина, лес, дерево.

Введение

Решетки выпуклых подмножеств частично упорядоченных множеств служат выра-

зительным примером выпуклых геометрий (см. монографию Горбунова [1] и обзорную

работу Семеновой [2]). Эти решетки интенсивно изучались рядом авторов (см. рабо-

ты [3–8]). В частности, в работе Биркгофа и Беннет [3] получена характеризация класса

решеток, изоморфных таким решеткам, а в работе Семеновой и Замойской-Дженио [8]

описаны решетки, изоморфные решеткам выпуклых подмножеств частично упорядо-

ченных множеств, являющихся лесами. В работе Семеновой и Верунга [4] показано, что

класс решеток, вложимых в решетки выпуклых подмножеств частично упорядоченных

множеств, является конечно базируемым многообразием, а также найден конкретный

базис тождеств этого многообразия. Далее, в работах [5–7] получено описание клас-

сов [конечных] решеток, вложимых в решетки выпуклых подмножеств для различных

конкретных классов частично упорядоченных множеств (в частности, для класса ча-

стично упорядоченных множеств конечной длины в [5]). Очень часто оказывалось, что

эти классы решеток являются [псевдо]многообразиями.

В настоящей работе мы даем описание решеток, изоморфных решеткам выпуклых

подмножеств частично упорядоченных множеств конечной длины (теорема 2). Кроме

того, мы также даем характеризацию на языке предикатов первого порядка класса ко-

нечных решеток, изоморфных решеткам выпуклых подмножеств n-арных деревьев для

любого целого n > 1 (теорема 4 и следствие 3). Отметим, что [конечные] решетки, вло-

жимые в решетки выпуклых подмножеств деревьев, были описаны в работе Семеновой

и Замойской-Дженио [7], где установлено, что класс таких решеток образует конеч-

но базируемое [псевдо]многообразие. Отметим также, что класс решеток, вложимых в

решетки выпуклых подмножеств унарных лесов (другими словами, раздельных объ-

единений линейно упорядоченных множеств) описан в работе Семеновой и Верунга [6],

где показано, что этот класс решеток образует конечно базируемое локально конечное

многообразие. Наконец, мы показываем, что классы решеток, вложимых в решетки вы-
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пуклых подмножеств n-арных деревьев [изоморфных таким решеткам], различны для

различных n (следствие 2).

1. Основные понятия

Пусть 〈P,E〉 — частично упорядоченное множество. Подмножество X ⊆ P называ-

ется выпуклым, если x E z E y влечет z ∈ X для любых x, y ∈ X и любого z ∈ P .

Для X ⊆ P пусть Co(X) обозначает выпуклую оболочку множества X, т. е. наименьшее

выпуклое подмножество в P , содержащее X. Множество Co(P ) всех выпуклых подмно-

жеств в P , упорядоченное по включению, образует (полную) решетку, в которой

∧

i∈I

Ai =
⋂

i∈I

Ai;
∨

i∈I

Ai = Co
(⋃

i∈I

Ai

)

для произвольных Ai ∈ Co(P ), i ∈ I.

Для произвольного класса K частично упорядоченных множеств пусть Co(K) обо-

значает класс решеток, изоморфных решеткам выпуклых подмножеств частично упоря-

доченных множеств, принадлежащих классу K, а SCo(K) — класс решеток, вложимых в

решетки из Co(K). Далее, пусть P обозначает класс всех частично упорядоченных мно-

жеств. Кроме того, для произвольного n < ω пусть Pn обозначает класс всех частично

упорядоченных множеств, длина которых не превосходит n.

Наименьший элемент частично упорядоченного множества 〈P,E〉 мы обозначаем 0P

или просто 0. Элемент a ∈ P называется атомом, если 0P ⊳ a и не существует элемента

b ∈ P , такого что 0P ⊳ b ⊳ a. Решетка называется точечной, если любой ее элемент

есть сумма атомов. Множество атомов решетки L мы обозначаем через At(L). Элемент

a решетки L называется неразложимым [простым], если для любых элементов b, c ∈ L

равенство a = b∨c [неравенство a ≤ b∨c соответственно] влечет либо неравенство a ≤ b,

либо неравенство a ≤ c. Множество всех неразложимых элементов в L мы обозначаем

через J(L), а множество всех простых элементов в L — через P(L). Нетрудно записать

формулу первого порядка J(x) [Prime(x)] с одной свободной переменной x в сигнатуре

{∨,∧}, такую что элемент a неразложим [прост соответственно] в решетке L тогда и

только тогда, когда L |= J(a) [L |= Prime(a) соответственно].

За всеми понятиями, не определенными здесь, мы отсылаем читателя к [1; 9; 10].

2. Характеризация класса Co(Pn)

Решетка называется полудистрибутивной вверх, если она удовлетворяет квазитож-

деству

x ∨ y = x ∨ z −→ x ∨ y = x ∨ (y ∧ z).

Решетка называется 2-дистрибутивной, если она удовлетворяет тождеству

x ∧ (y0 ∨ y1 ∨ y2) =
∨

i<j<3

x ∧ (yi ∨ yj).
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Решетка L называется непрерывной вверх, если для любого направленного вверх мно-

жества C ⊆ L и элемента a ∈ L выполняется

a ∧
∨

C =
∨
{a ∧ x | x ∈ C}.

Следующее тождество с переменными 〈x, y, y0, y1, z〉 мы обозначаем (S):

x ∧ (y′ ∨ z) = (x ∧ y′) ∨
∨

i<2

[
x ∧ (yi ∨ z) ∧

((
y′ ∧ (x ∨ yi)

)
∨ z
)]

,

где y′ = y ∧ (y0 ∨ y1). Это тождество введено в работе Семеновой и Верунга [4], где

показано, что класс решеток, вложимых в решетки выпуклых подмножеств частично

упорядоченных множеств, является конечно базируемым многообразием, а также най-

ден конкретный базис тождеств этого многообразия.

Предложение 1 [4. Лемма 4.1]. Для любого частично упорядоченного множества

〈P,E〉 решетка Co(P ) удовлетворяет тождеству (S).

Пусть L является точечной решеткой, а p0 6= p1 — различные атомы в L. Мы будем

писать p0 ∼ p1, если найдется атом p2 ∈ At(L)\{p0, p1}, такой что pσ(0) ≤ pσ(1) ∨ pσ(2)

для некоторой перестановки σ ∈ S3.

Последовательность 〈p0, p1, . . . , pn〉, n < ω, атомов в L называется зигзагом, если

pi ∼ pi+1 для всех i < n и pi � pi−1 ∨ pi+1 для всех 0 < i < n. Следуя работе Биркгофа

и Беннет [3], мы говорим, что точечная решетка L удовлетворяет условию Альтвега,

если L не содержит зигзага вида 〈p0, p1, . . . , p2n, p0, p1〉, 0 < n < ω. Решетка L имеет

ранг Каратеодори 2, если для любого атома p ∈ L произвольного множества A ⊆ L

неравенство p ≤ ∨A влечет существование атомов a, b ∈ A, таких что p ≤ a ∨ b.

В той же работе [3] была получена следующая характеризация решеток, принадле-

жащих классу Co(P).

Теорема 1 [3. Теорема 23]. Решетка L принадлежит классу Co(P) тогда и только

тогда, когда она полная, точечная, полудистрибутивная вверх, удовлетворяет условию

Альтвега, а ее ранг Каратеодори равен 2.

Нетрудно видеть, что существует (вообще говоря, бесконечное) множество предло-

жений первого порядка Σ, такое что решетка L удовлетворяет условию Альтвега тогда

и только тогда, когда L |= Σ.

Для 0 < n < ω определим решеточные термы Ui,n, 0 < i 6 n + 1, и решеточные

термы Vi,j,n, 0 < i 6 j < n + 1, от переменных 〈x0, . . . , xn+1〉 следующим образом:

Un+1,n = xn+1;

Ui,n = xi ∧ (x0 ∨ Ui+1,n), 0 < i < n + 1;

Vj,j,n = (xj ∧ Uj+1,n) ∨ (xj ∧ x0), 0 < j < n + 1;

Vi,j,n = xi ∧ (x0 ∨ Vi+1,j,n), 0 < i < j < n + 1.

Следующее тождество с переменными 〈x0, . . . , xn+1〉 мы обозначаем (Hn):

U1,n =
∨

0<j<n+1

V1,j,n.
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Это тождество является аналогом одного тождества из работы Семеновой и Верунга [5],

в которой было показано, что класс решеток, вложимых в решетки выпуклых подмно-

жеств частично упорядоченных множеств длины, не превосходящей n, является конечно

базируемым многообразием для любого n < ω, а также был найден конкретный базис

тождеств этого многообразия. Доказательство следующего предложения сходно с дока-

зательством следствия 5.6 из работы [5].

Предложение 2. Пусть 0 < n < ω. Для любого частично упорядоченного множества

〈P,E〉 решетка Co(P ) удовлетворяет тождеству (Hn) тогда и только тогда, когда длина

〈P,E〉 не превосходит n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что 〈P,E〉 содержит линейно упорядоченное под-

множество длиной, по крайней мере, n + 1:

p0 ⊳ . . . ⊳ pn+1.

Для любого 0 < i < n + 1 имеет место неравенство {pi} ⊆ {p0} ∨ {pi+1}. Непосред-

ственно обратной индукцией по i 6 n + 1 проверяется, что Ui,n({p0}, . . . , {pn+1}) = {pi}
для всех 0 < i 6 n + 1. Кроме того, для любого j с условием 0 < j < n + 1 имеем

Vj,j,n({p0}, . . . , {pn+1}) = ({pj} ∩ {pj+1}) ∨ ({pj} ∩ {p0}) = ∅ ∨ ∅ = ∅. И вновь обрат-

ной индукцией по i 6 j легко проверяется, что Vi,j,n({p0}, . . . , {pn+1}) = ∅ для всех i с

условием 0 < i 6 j. Таким образом, U1,n({p0}, . . . , {pn+1}) = {p1} 6= ∅ =
∨

0<j<n+1 =

= V1,j,n({p0}, . . . , {pn+1}). Поэтому L 6|= (Hn).

Обратно, предположим, что длина любого линейно упорядоченного подмножества в

〈P,E〉 не превосходит n. Поскольку неравенство
∨

0<j<n+1

V1,j,n(x0, . . . , xn+1) ≤ U1,n(x0, . . . , xn+1)

имеет место в любой решетке, для доказательства того, что L |= (Hn), достаточно уста-

новить, что для произвольных множеств A0, . . . , An+1 ∈ Co(P ) и любого p1 ∈ U1,n(A0, . . .

. . . , An+1) для некоторого j ∈ {1, . . . , n} имеет место включение p1 ∈ V1,j,n(A0, . . . , An+1).

Действительно, включение p1 ∈ U1,n(A0, . . . , An+1) означает, что p1 ∈ A1 и p1 ∈ A0∨
∨U2,n(A0, . . . , An+1). Если p1 ∈ A0∪U2,n(A0, . . . , An+1), то p1 ∈ (A1∩U2,n(A0, . . . , An+1))∨
∨(A1 ∩A0) = V1,1,n(A0, . . . , An+1), что и требовалось. В противном случае найдутся эле-

менты p0 ∈ A0 и p2 ∈ U2,n(A0, . . . , An+1), такие что p0 ⊳ p1 ⊳ p2 либо p2 ⊳ p1 ⊳ p0.

Мы рассмотрим первый случай (второй рассматривается аналогичным образом). Вновь

p2 ∈ U2,n(A0, . . . , An+1). Это означает, что p2 ∈ A2 и p2 ∈ A0 ∨ U3,n(A0, . . . , An+1).

Если p2 ∈ A0 ∪ U3,n(A0, . . . , An+1), то p2 ∈ (A2 ∩ U3,n(A0, . . . , An+1)) ∨ (A2 ∩ A0) =

= V2,2,n(A0, . . . , An+1), т. е. p1 ∈ A1 ∩ (A0 ∨ V2,2,n(A0, . . . , An+1)) = V1,2,n(A0, . . . , An+1),

что и требовалось. В противном случае найдутся элементы p ∈ A0 и p3 ∈ U3,n(A0, . . .

. . . , An+1), такие что p ⊳ p2 ⊳ p3 либо p3 ⊳ p2 ⊳ p. Во втором случае немедленно

получаем p0 ⊳ p1 ⊳ p2 ⊳ p и p0, p ∈ A0, т. е. p1 ∈ A0 и поэтому p1 ∈ A1 ∩ A0 ⊆
⊆ V1,1,n(A0, . . . , An+1). В первом же случае иммем p0 ⊳ p1 ⊳ p2 ⊳ p3 p3 ∈ U3,n(A0, . . .

. . . , An+1). Продолжая подобные рассуждения, мы либо построим цепь p0 ⊳ . . . ⊳ pn+1,

что невозможно по предположению о длине 〈P,E〉, либо покажем, что p1 ∈ V1,j,n(A0, . . .

. . . , An+1). �
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Теперь мы можем сформулировать первый основной результат данной работы. От-

метим, что Co(P0) = Co(P1) = {P(X) | X — множество}.

Теорема 2. Пусть 0 < n < ω. Решетка L принадлежит классу Co(Pn) тогда и только

тогда, когда она является полной, точечной, непрерывной вверх, а также удовлетворяет

условию Альтвега и тождествам (Hn), (S).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 〈P,E〉 — частично упорядоченное множество длины, не

превосходящей n. Согласно предложениям 1, 2, решетка Co(P ) удовлетворяет тожде-

ствам (Hn) и (S). Более того, решетка Co(P ) является, очевидно, полной, точечной и

непрерывной вверх. Согласно [3], решетка Co(P ) удовлетворяет условию Альтвега.

Обратно, предположим, что решетка L удовлетворяет всем предположениям из усло-

вия теоремы. Поскольку L |= (S), решетка L является полудистрибутивной вверх, со-

гласно [4. Лемма 4.3]. Более того, решетка также является 2-дистрибутивной, соглас-

но [4. Лемма 4.2]. Нетрудно проверить, что в полной непрерывной вверх решетке любой

атом компактен, следовательно, любая полная точечная непрерывная вверх 2-дистри-

бутивная решетка является биатомной и имеет ранг Каратеодори 2. Согласно теореме 1,

L ∼= Co(P ) для некоторого частично упорядоченного множества 〈P,E〉. Поскольку

L |= (Hn), мы заключаем, согласно предложению 2, что длина 〈P,E〉 не превосходит

n, т. е. L ∈ Co(Pn). �

Отметим, что характеризационные условия в теореме Биркгофа-Беннет (см. теоре-

му 1) носят геометрический характер, в то время как большинство из характеризаци-

онных условий теоремы 2 выразимо на языке предикатов первого порядка.

Следствие 1. Для произвольного n < ω класс решеток Co(Pn) [класс конечных ре-

шеток из Co(Pn)] аксиоматизируем на языке первого порядка в классе полных непре-

рывных вверх решеток [в классе конечных решеток соответственно].

3. Решетки выпуклых подмножеств n-арных лесов

Частично упорядоченное множество 〈P,E〉 называется лесом, если нижний конус

{p ∈ P | p E a} линейно упорядочен относительно E для любого a ∈ P . Связный лес

называется деревом. Конечное дерево 〈P,E〉 называется n-арным, n > 0, если каждый

элемент a ∈ P имеет не более n верхних покрытий относительно порядка E. Лес называ-

ется n-арным, если он является раздельным объединением конечных n-арных деревьев.

Пусть F [T ] обозначает класс частично упорядоченных множеств, являющихся ле-

сами [являющихся деревьями соответственно]. Для любого целого n > 0 пусть Fn [T n]

обозначает класс частично упорядоченных множеств, являющихся n-арными лесами [ко-

нечными n-арными деревьями соответственно].

Следующее квазитождество с переменными 〈x, y0 , . . . , yn, z〉мыобозначаемчерез (Qn):

∨

i<n+1

(x ∧ yi) ≤ z & x ≤
∧

i<n+1

(yi ∨ z) &
∨

i<j<n+1

(
(yi ∨ z) ∧ (yj ∨ z)

)
≤ x ∨ z −→ x ≤ z.

Предложение 3. Пусть 0 < n < ω. Тогда Co(F ) |= (Qn) для любого конечного

n-арного леса 〈F,E〉.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть выпуклые множества A, B0, . . . , Bn, C ∈ Co(F ) удовле-

творяют посылке квазитождества (Qn). Покажем, что A ⊆ C. Если A\C 6= ∅, то выберем

максимальный элемент a ∈ A\C. Если a ∈ B0 ∪ . . . ∪Bn, то a ∈ A ∩ (B0 ∪ . . . ∪Bn) ⊆ C,

что противоречит нашему выбору. Таким образом, a /∈ B0 ∪ . . . ∪ Bn. Согласно посыл-

ке квазитождества (Qn), найдутся элементы ci ∈ C и bi ∈ Bi, i < n + 1, такие что

ci ⊳ a ⊳ bi или bi ⊳ a ⊳ ci для всех i < n + 1. Рассмотрим случай, когда cn ⊳ a ⊳ bn

(случай bn ⊳ a ⊳ cn может быть рассмотрен аналогично). Если bi ⊳ a ⊳ ci для неко-

торого i < n, то cn ⊳ a ⊳ ci, и поэтому a ∈ C, что невозможно. Поэтому ci ⊳ a ⊳ bi

для всех i < n+1. Поскольку 〈F,E〉 является деревом, элементы множества {c0, . . . , cn}
попарно сравнимы относительно E, поэтому без ограничения общности мы можем счи-

тать, что c = c0 = . . . = cn. Далее, поскольку лес 〈F,E〉 является n-арным, найдется

верхнее покрытие x элемента a, такое что x E bi, bj для некоторых i < j < n + 1. Так

как c ⊳ a ⊳ x E bi, bj , получаем, что x ∈ (Bi ∨ C) ∩ (Bj ∨ C) ⊆ A ∨ C. Если x ∈ C, то

a ∈ C, что противоречит нашему выбору a. Кроме того, x /∈ A, поскольку a был выбран

максимальным в A\C. Таким образом, существуют элементы a′ ∈ A и c′ ∈ C, такие что

либо a′ ⊳ x ⊳ c′, либо c′ ⊳ x ⊳ a′. В первом случае получаем c ⊳ a ⊳ x ⊳ c′, т. е. a ∈ C,

что невозможно. Во втором случае получаем a ⊳ x ⊳ a′, т. е. x ∈ A, что вновь невоз-

можно. Полученное противоречие показывает, что наше предположение было неверно и

A ⊆ C. Таким образом, Co(F ) |= (Qn). �

Следующее предложение с переменными 〈x, y0, . . . , yn, z0, . . . , zn〉 мы обозначаем че-

рез (Rn):

∨

i<j<n+1

(yi ∧ yj) ∨
∨

i<n+1

(yi ∧ zi) ≤ x & &i<j<n+1

(
(x ∨ zi) ∧ (x ∨ zj)

)
= x &

& Prime(x) & J(y0) . . . & J(yn) &

& y0 ≤ x ∨ z0 & . . . & yn ≤ x ∨ zn −→ x = y0 ∨ . . . ∨ x = yn.

Предложение 4. Пусть 0 < n < ω. Тогда Co(F ) |= (Rn) для любого конечного

n-арного леса 〈F,E〉.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть выпуклые множества A, B0, . . . , Bn, C0, . . . , Cn ∈ Co(F )

удовлетворяют посылке предложения (Rn). Поскольку A, B0, . . . , Bn являются нераз-

ложимыми элементами точечной решетки Co(F ), мы заключаем, что A,B0, . . . , Bn ∈
∈ At(Co(F )). Поэтому найдутся a, b0, . . . , bn ∈ F , такие что A = {a}, B0 = {b0}, . . .

. . . , Bn = {bn}. Если Bi 6= A для всех i < n + 1, то a 6= bi для всех i < n + 1. Далее, если

bi ∈ Ci, то Bi ⊆ Bi ∩ Ci ⊆ A, что невозможно согласно нашему предположению. Таким

образом, bi /∈ Ci для всех i < n + 1. Поскольку Bi ⊆ A ∨ Ci, то для каждого i < n + 1

найдется ci ∈ Ci, такой что ci ⊳ bi ⊳ a или a ⊳ bi ⊳ ci. Рассмотрим возможные случаи.

Случай 1 : ci ⊳ bi ⊳ a и a ⊳ bj ⊳ cj для некоторых различных i, j < n + 1. В этом случае

bi ⊳ a ⊳ bj, и поэтому A ⊆ Bi ∨Bj нетривиальным образом, что противоречит простоте

элемента A в решетке Co(F ).

Случай 2 : ci ⊳ bi ⊳ a для всех i < n + 1. Поскольку 〈F,E〉 является лесом, элементы

c0,. . . ,cn сравнимы относительно E. Таким образом, для некотрых различных i, j < n+1
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имеют место неравенства ci E cj ⊳ a. Поэтому cj ∈ (A ∨ Ci) ∩ (A ∨ Cj) = A, т. е. cj = a,

что невозможно.

Случай 3 : a ⊳ bi ⊳ ci для всех i < n + 1. Поскольку лес 〈F,E〉 является n-арным,

a ⊳ x E bi, bj для некоторого верхнего покрытия x элемента a и некоторых различных

i, j < n + 1. Таким образом, a ⊳ x E ci, cj , и поэтому x ∈ (A ∨ Ci) ∩ (A ∨ Cj) = A, т. е.

x = a, что невозможно.

Полученные противоречия показывают, что наше предположение неверно, поэтому за-

ключение предложения (Rn) выполняется и Co(F ) |= (Rn). �

Предложение 5. Пусть 0 < n < ω. Для любого конечного леса 〈F,E〉 Co(F ) |= (Qn),

(Rn) тогда и только тогда, когда лес 〈F,E〉 является n-арным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если лес 〈F,E〉 является n-арным, то Co(F ) |= (Qn), (Rn) со-

гласно предложениям 3–4. Обратно, предположим, что лес 〈F,E〉 не является n-арным.

Выберем элемент a ∈ F , имеющий по крайней мере n + 1 различных верхних покрытий

b0, . . . , bn в 〈F,E〉.
Если a не является минимальным элементом в 〈F,E〉, пусть c обозначает (единствен-

ное) нижнее покрытие a в 〈F,E〉. Выпуклые множества {a}, {b0}, . . . , {bn}, {c} ∈ Co(F )

удовлетворяют посылке квазитождества (Qn), поскольку

∅ = {a} ∩ {b0} = . . . = {a} ∩ {bn};
a ∈ {a, c} = {a} ∨ {c} = ({bi} ∨ {c}) ∩ ({bj} ∨ {c}) для всех i < j < n + 1.

Однако {a} * {c}, и поэтому Co(F ) 6|= (Qn).

Предположим теперь, что a является минимальным элементом в 〈F,E〉. Пусть

c0,. . . ,cn обозначают верхние покрытия элементов b0, . . . , bn. Тогда нетрудно проверить,

что выпуклые множества {a}, {b0}, . . . , {bn}, {c0}, . . . , {cn} ∈ Co(F ) удовлетворяют по-

сылке предложения (Rn), поскольку {a} является простым элементом, а {b0}, . . . , {bn}
являются неразложимыми элементами в Co(F ). Кроме того,

{bi} ∩ {bj} = {bi} ∩ {ci} = ∅ ⊆ {a} для всех i < j < n + 1;

({a} ∨ {ci}) ∩ ({a} ∨ {cj} = {a} для всех i < j < n + 1;

bi ∈ {a} ∨ {ci} для всех i < n + 1.

Однако {a} /∈ {b0, . . . , bn}, и поэтому Co(F ) 6|= (Rn). �

Имеет место следующее несложное утверждение.

Лемма 1. Для любого целого n > 1 и для любой конечной решетки L равносильны

следующие условия:

1) L ∈ SCo(Fn);

2) L ∈ SCo(T n).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что условие 2 влечет условие 1. Предположим, что

решетка L вложима в решетку выпуклых подмножеств некоторого n-арного леса. Тогда,
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согласно [7. Cледствие 9.2], вложима в решетку Co(F ) для некоторого конечного n-ар-

ного леса 〈F,E∗〉. Пусть 〈F,E∗〉 является раздельным объединением n-арных деревьев

〈Ti,E
∗〉, i < m < ω. Определим дерево 〈T,E〉 следующим образом. Полагаем

T =
⋃

i∈I

Ti ∪ {a0, . . . , am−1} ∪ {b0, . . . , bm−2},

где

T ∩ {a0, . . . , am−1} = T ∩ {b0, . . . , bm−2} = {a0, . . . , am−1} ∩ {b0, . . . , bm−2} = ∅.

Определим бинарное отношение E на T , полагая x E y для x, y ∈ T тогда и только

тогда, когда выполняется одно из следующих условий:

x, y ∈ Ti для некоторого i < m и x E∗ y;

x = ai, y ∈ Tj ∪ {aj , bj} для некоторых i 6 j < m;

x = bi, y ∈ Tj для некоторых i 6 j < m.

Непосредственно проверяется, что 〈T,E〉 является конечным n-арным деревом и что

отображение

ϕ : Co(F )→ Co(T ), ϕ : X 7→ X,

является решеточным вложением. Таким образом, условие 1 влечет условие 2.

�

Комбинируя предложение 3 и лемму 1, получаем такое следствие.

Следствие 2. Для любого целого n > 0 имеют место следующие включения:

1) SCo(Fn+1) = SCo(T n+1) ⊂ SCo(Fn+2) = SCo(T n+2);

2) Co(Fn) ⊂ Co(Fn+1).

В работе Семеновой и Замойской-Дженио [8] были указаны тождества (S), (U), (B),

(T3), (T4), а также предложения (D), (G), характеризующие класс решеток Co(F). Мы

не приводим эти предложения здесь в явном виде, чтобы не усложнять изложение.

Теорема 3 [8. Теорема 8.3]. Для любой решетки L равносильны следующие условия:

1) L ∈ Co(F);

2) L |= (S), (U), (B), (T3), (T4), (D), (G).

Теперь мы можем сформулировать еще один основной результат нашей работы.

Теорема 4. Для любого целого n > 0 и для любой конечной решетки L равносильны

следующие условия:

1) L ∈ Co(Fn);

2) L является точечной решеткой и L |= (S), (U), (B), (T3), (T4), (D), (G), (Qn), (Rn).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно теореме 3 и предложениям 3–4, условие 1 влечет усло-

вие 2. Предположим, что решетка L полностью удовлетворяет условиям 2. Согласно

теореме 3, L ∼= Co(F ) для некоторого конечного леса 〈F,E〉. Поскольку L |= (Qn), (Rn),

лес 〈F,E〉 является n-арным, согласно предложению 5. �

Следствие 3. Класс конечных решеток из Co(Fn) является конечно аксиоматизируе-

мым в классе всех конечных решеток.

Отметим, что класс решеток, вложимых в решетки выпуклых подмножеств раздель-

ных объединений линейно упорядоченных множеств, описан в работе Семеновой и Ве-

рунга [6], где показано, что этот класс решеток образует конечно базируемое локально

конечное многообразие. Отметим также, что класс конечных решеток из SCo(F) (ко-

торый, очевидно, совпадает с классом конечных решеток из
⋃

n>0 SCo(Fn)) определим

конечным множеством тождеств в классе всех конечных решеток и поэтому образует

псевдомногообразие, согласно [7. Cледствие 9.3(ii)]. В связи с этими результатами воз-

никает следующая задача.

Задача 1. Пусть n > 1.

1) Описать класс решеток SCo(Fn). Верно ли, что этот класс образует многообразие?

2) Описать класс конечных решеток из SCo(Fn). Верно ли, что этот класс образует

псевдомногообразие?
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