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В работе приводятся новые представления решений и коэффициентов уравнений математи-
ческой физики, которые являются дифференциально-алгебраическими тождествами. Получен-
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задач.
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Введение

Представление решений и коэффициентов дифференциальных уравнений достаточ-

но широко освещается в математической литературе. К этому направлению относит-

ся построение функционально-инвариантных решений гиперболических уравнений [1],

аналитические представления решений и коэффициентов параболических уравнений [2],

представление решения и коэффициента уравнения Штурма –Лиувилля с применением

в обратных задачах теории рассеяния, построение гармонических и других потенциалов

для вычисления решений (скорости) и коэффициентов (давления) системы уравнений

газовой динамики и др.

В настоящей работе приводятся новые представления решений и коэффициентов

параболических уравнений, которые частично использованы при изучении многомерных

обратных задач.

Начнем с некоторых пояснений, связанных с параболическими уравнениями.

1. Представления решений и коэффициентов параболических уравнений

В книге [3] для решения w(x, y, t) уравнения теплопроводности

∂w

∂t
=

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
− q(y)w
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получена формула w =
1

2
√
πt

e−x2/4t

∞∫

0

e−λtϕ(y,λ)dσ(λ), где функция ϕ(y,λ): −∂2ϕ

∂y2
+

+q(y)ϕ = λϕ. И эта формула использована для решения обратной задачи — нахождения

коэффициента q(y).

Уравнение диффузии, согласно [4], представлено параболическим уравнением

ρ(x, t)
∂w

∂t
= div(p(x, t)∇w)− q(x, t)w + F (x, t).

При этом уравнение теплопроводности имеет вид

c(x, t)ρ(x, t)
∂w

∂t
= div(k(x, t)∇w) + F (x, t),

где w — температура; ρ — плотность; c — теплоемкость; k — теплопроводность; F —

функция источника.

С учетом переноса параболическое уравнение диффузии с приложениями указано в

работе [5]:

∂w

∂t
= V1

∂w

∂x
+ V2

∂w

∂y
+ V3

∂w

∂z
+

∂

∂z

(
γ

∂w

∂z

)
+ µ

(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)
+ F (x, y, z, t).

Интересная интерпретация решения и коэффициентов параболического уравнения

приведена в работе [6]. Так, для уравнения

∂w

∂t
= div(k(x, y)∇w) − q(x, y), (x, y) ∈ D ⊂ R2, t > 0,

решение w(x, y, t) и коэффициенты k(x, y), q(x, y) интерпретируются следующим об-

разом: w(x, y, t) — цена товара; k(x, y) — коэффициент товаропроводности; q(x, y) —

разность спроса и предложения.

Прикладная направленность, характер приведенных уравнений и представления ре-

шений учитываются в непосредственно проверяемых леммах и теоремах работы.

Обозначим через Fj(z, p), j = 1, 2, фундаментальную систему решений линейного

обыкновенного дифференциального уравнения 2-го порядка с параметром p, 0 ≤ p <∞,

F
′′
(z) + b(z)F

′
(z) + (pa(z) + c(z))F (z) = 0,

где c(z), b(z), a(z) — некоторые мероморфные функции. Пусть aij(x), aj(x),

i, j = 1, 2, ..., n, x = (x1, ..., xn)— фиксированные непрерывно-дифференцируемые функ-

ции, заданные в области D ⊂ Rn, n ≥ 1, и функция ψ(x) — решение линейного уравнения

Lψ ≡
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2ψ

∂xi∂xj
+

n∑

j=1

aj(x)
∂ψ

∂xj
= 0.

Определим функцию ϕ(x) равенством

ψ(x) =

∫ ϕ(x)

0
exp

(
−
∫ s

0
b(z)dz

)
ds,

предполагая ее существование [7]. Функция ϕ(x) удовлетворяет нелинейному уравне-

нию [7]
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2ϕ

∂xi∂xj
+

n∑

j=1

aj(x)
∂ϕ

∂xj
= b(ϕ(x))

n∑

i,j=1

aij(x)
∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xj
.
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Обозначим через Q(p), R(p), p ∈ R, некоторые интегрируемые и достаточно быстро

убывающие на бесконечности функции (например, финитные).

Лемма 1. Функции w(x, t), λ(x), µ(x), определенные формулами

w(x, t) =

∫ ∞

0
[Q(p)F1(ϕ(x), p) + R(p)F2(ϕ(x), p)] e−ptdp,

λ(x) = a(ϕ(x))

n∑

i,j=1

aij(x)
∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xj
, µ(x) = c(ϕ(x))

n∑

i,j=1

aij(x)
∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xj
,

удовлетворяют эволюционному уравнению первого порядка по переменной t:

λ(x)
∂w

∂t
=

n∑

i,j=1

aij(x)
∂2w

∂xi∂xj
+

n∑

j=1

aj(x)
∂w

∂xj
+ µ(x)w.

Пример 1. Пусть, как и выше, F1(y, p), F2(y, p) — фундаментальная система решений

уравнения Штурма— Лиувилля F
′′
(y) = (c(y) − p)F (y) с параметром p ≥ 0, и пусть

u(x) 6= 0, x ∈ D ⊂ Rn — гармоническая функция такая, что ∇u(x) 6= 0. Тогда функция

w(x, t) =

∫ ∞

0
[Q(p)F1(u(x), p) + R(p)F2(u(x), p)] e−ptdp,

удовлетворяет параболическому уравнению
∂w

∂t
=

1

|∇u|2 ∆w − c(u)w.

Для системнелинейных уравнений, оказывается, имеет место следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть 1) y ∈ R, t0 ≤ t ≤ t1, x = (x1, . . . , xn) ∈ D, z = (z1, . . . , zm) ∈ Rm;

2) ϕ = ϕ(x, t), ψ = ψ(x, t) 6= 0 — дважды непрерывно дифференцируемые решения

системы

β |∇ρ|2 ∂ϕ

∂t
+ α∆ϕ = 0, β |∇ρ|2 ∂ψ

∂t
+ α∆ψ = 0, ρ = ϕ/ψ;

3) F (y, t) = (F1, . . . , Fm), a(y, z) = (a1, . . . , am) — дважды непрерывно дифференцируе-

мые вектор-функции такие, что

β
∂F

∂t
+ α

∂2F

∂y2
= a(y, F (y, t)).

Тогда вектор-функция w(x, t) = ψ(x, t)F (ρ(x, t), t) является решением системы нелиней-

ных дифференциальных уравнений

β |∇ρ|2 ∂w

∂t
+ α∆w = ψ |∇ρ|2 a(ρ, w/ψ).

В случае независимости вектор-функции F от переменной t имеет место следующая

лемма.

Лемма 3. Пусть y ∈ R, t0 ≤ t ≤ t1, x = (x1, . . . , xn) ∈ D ⊂ Rn, u = u(x, t) — функция,

F = (F1, . . . , Fm)(y), a = (a1, . . . , am)(y, z) — вектор-функции, где z = (z1, . . . , zm) ∈ Rm.

Если выполнены соотношения

α
∂2F

∂y2
= a(y, F (y)), β

∂u

∂t
+ α∆u = 0
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для некоторых, вообще говоря, комплекснозначных постоянных α, β, то вектор-функция

w(x, t) = F (u(x, t)) является решением системы нелинейных многомерных дифферен-

циальных уравнений

β
∂w

∂t
+ α∆w = |∇u|2a(u(x, t), w).

Пример 2. Если β = i~, α = ~2/(2m0),
∂F

∂t
= 0, ψ = 1, то

i~
∂w

∂t
+

~2

2m0
∆w = |∇ϕ|2a(ϕ(x, t), w),

вообще говоря, есть нелинейная система уравнений Шредингера.

Лемма 4. Пусть заданы 1) V (x, t) — произвольная дважды дифференцируемая функ-

ция, x = (x1, . . . , xn) ∈ D, t ∈ R, причем ∇V 6= 0; 2) постоянные B, C такие, что

B − CV (x, t) 6= 0; 3) F (y, t) — произвольное решение уравнения

∂F

∂t
=

∂2F

∂y2
, y ∈ R.

Тогда функции w(x, t), k(x, t), Ai(x, t), i = 1, . . . , n, определенные формулами

w(x, t) =
1

B − CV (x, t)
F (V (x, t), t), (1)

k(x, t) =
1

|∇V (x, t)|2 , (2)

Ai(x, t) = Ai
0(x, t)− 1

|∇V (x, t)|2
(

2C

B − CV (x, t)
+

∆V (x, t)

|∇V (x, t)|2 −
∂V

∂t

)
∂V

∂xi
,

удовлетворяют уравнению

∂w

∂t
= k(x, t)∆w +

n∑

i=1

Ai ∂w

∂xi
,

где Ai
0(x, t), i = 1, . . . , n — некоторые функции такие, что

n∑

i=1

Ai
0

∂V

∂xi
= 0.

Замечание 1. К решению w(x, t) можно добавлять w̃(x, t) — любое решение уравнения

с теми же коэффициентами, т. е.

w(x, t) =
1

B − CV (x, t)
F (V (x, t), t) + w̃(x, t).

Такая процедура часто необходима для удовлетворения начально-краевых условий, и

мы далее существенно используем это.

Следствие 1. Пусть выполнены условия леммы 4, и пусть Ai
0(x, t) = 0, i = 1, . . . , n.

Тогда имеет место тождество

∂w

∂t
=

1

|∇V (x, t)|2 ∆w − 1

|∇V (x, t)|2
(

2C

B − CV (x, t)
+

∆V

|∇V (x, t)|2 −
∂V

∂t

) n∑

i=1

∂w

∂xi

∂V

∂xi
,

где w(x, t) определено формулой (1).
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Пример 3. Если в тождестве следствия 1 взять n = 1, F (y, t) =
1√
πt

exp

(
−(y − y0)

2

4t

)
,

B = 1, C = 0, V (x, t) = a(t)x + b(t), где a(t), b(t) — непрерывно дифференцируемые

функции, a(t) 6= 0, то получаются соотношения, похожие на формулы Колмогорова [2],

а именно

w(x, t) = F (V (x, t), t) =
1√
πt

exp

(
−(x− P (t))2

Q(t)

)
,

∂w

∂t
= C(t)

∂2w

∂x2
+ (A(t)x + B(t))

∂w

∂x
,

где Q(t) = 4ta2(t), P (t) =
b(t)− y0

a(t)
, C(t) =

1

a2(t)
, A(t) =

a′(t)

a(t)
, B(t) =

b′(t)

a(t)
.

Следствие 2. Пусть выполнены условия следствия 1, и пусть функция V (x, t) удовле-

творяет уравнению
2C

B − CV
+

∆V

|∇V |2 −
∂V

∂t
= 0. Тогда функция w(x, t), определенная

формулой (1), удовлетворяет уравнению
∂w

∂t
=

1

|∇V (x, t)|2 ∆w.

При n = 1 это уравнение имеет вид
∂V

∂t
=

2C

B − CV (x)
+

∂2V

∂x2

/(
∂V

∂x

)2

. Если опре-

делить функции T (t) и X(x) равенствами

T (t) = ±1/ (C1 − 2αCt)1/2 ,

∫
exp

( α

2X2

)
dX = C2x + C3,

где α, C1, C2, C3 — некоторые константы, то функция V =
B

C
− 1

CT (t)X(x)
является

его решением.

Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы 4, и пусть функция V (x, t) является реше-

нием уравнения

∂V

∂t
=

∆V

|∇V |2 +
2C

B − CV
− 2

|∇V |4
n∑

i,j=1

∂2V

∂xi∂xj

∂V

∂xi

∂V

∂xj
. (3)

Тогда функция w(x, t), определенная формулой (1), удовлетворяет уравнению в дивер-

гентной форме
∂w

∂t
= div (k(x, t)∇w) ,

где коэффициент k(x, t) определен формулой (2).

При n = 1 уравнение (3) принимает вид
∂V

∂t
=

2C

B − CV (x)
− ∂2V

∂x2

/(
∂V

∂x

)2

. Если

определить функции T (t) и X(x) равенствами

T (t) = ±
(
6αC2t + C1

)3/2
,

∫
exp

(
3α

2
X2/3

)
dX = C2x + C3,

где α, C1, C2, C3 — некоторые константы, то функция V =
1

C

(
B − 3

√
T (t)X(x)

)
явля-

ется его решением.

Пусть дифференциальный оператор L определен формулой

L =

n∑

i,j=1

aij(x, t)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑

i

bi(x, t)
∂

∂xi
+ c(x, t),
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где x = (x1, . . . , xn), aij(x, t) = aji(x, t), bi(x, t), c(x, t) — достаточно гладкие функции

от (x, t). Тогда для параболического уравнения

1

λ2

∂w

∂t
= Lw, (4)

имеет место [8; 9] следующая лемма.

Лемма 6. Пусть функции ϕ(x, t), ψ(x, t) являются решением нелинейной системы

уравнений
1

λ2

∂ϕ

∂t
= Lϕ,

1

λ2

∂ψ

∂t
= Lψ, (5)

где

1

λ2
=

n∑

i,j=1

aij(x, t)
∂

∂xi

(
ϕ

ψ

)
∂

∂xj

(
ϕ

ψ

)
,

а F (y, t) — любое решение параболического уравнения
∂F

∂t
=

∂2F

∂y2
. Тогда функция

w(x, t) = ψF

(
ϕ

ψ
, t

)
удовлетворяет уравнению (4).

Следствие 3. Если коэффициенты aij, bi, c оператора L не зависят от переменной t,

то решением нелинейной системы (5) являются функции ϕ(x), ψ(x) такие, что Lϕ = 0,

Lψ = 0. При этом если ϕ(x) 6= 0, ψ(x) 6= 0, то имеют место формулы

1

λ2
=

n∑

i,j=1

aij(x)
∂

∂xi

(
ϕ

ψ

)
∂

∂xj

(
ϕ

ψ

)
, w(x, t) = ψF

(
ϕ

ψ
, t

)
,

и поэтому поиск коэффициента λ(x) может быть обусловлен краевыми данными для

функций ϕ(x), ψ(x).

Дальнейшее расширение полученных формул возможно, в частности, путем одновре-

менного преобразования координат и решений [10–12]. Приведем общую схему подобных

преобразований с учетом начально-краевых условий.

Лемма 7. Пусть заданы

1) область D ⊂ Rn с гладкой границей γ = ∂D, ν — единичный вектор нормали

границы γ;

2) вектор-функция v(x), осуществляющая диффеоморфное отображение области D

на свой образ v(D) ⊂ Rn;

3) матричнозначная функция u(x) = (uij(x)), i, j = 1, . . . ,m, m ≥ 1, x ∈ D, имеющая

обратную функцию u−1(x) (в смысле умножения матриц);

4) вектор-функция G(z), z = (z1, . . . , zm), осуществляющая диффеоморфное отобра-

жение пространства Rm на себя;

5) некоторая вектор-функция w0(x) = (w01(x), . . . , w0m(x)).

Предположим, что вектор-функция F (y, t) = (F1, . . . , Fm) является решением эво-

люционного уравнения

∂F

∂t
= L(F ), y ∈ D ⊂ Rn, t ≥ 0,
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и удовлетворяет начальному условию

F |t=0 = u−1(v−1(y))G(w0(v
−1(y))), y ∈ D.

Здесь L — некоторый, вообще говоря, нелинейный оператор.

Тогда неявное решение w(x, t) уравнения

G(w(x, t)) = u(x)F (v(x), t) (6)

удовлетворяет эволюционному уравнению

∂w

∂t
= BG(w)

и начальному условию

w|t=0 = w0(x), x ∈ D,

где оператор BG определяется формулой

BG(w) =

(
∂G

∂w

)−1

u(x)L(u−1(x)G(w))

(∂G

∂w
— матрица Якоби отображения G(w)

)
. При этом если

w|γ = α(s, t),
∂w

∂ν
|γ = β(s, t), u|γ = 1,

∂u

∂ν
|γ = 0, v|γ = x,

∂v

∂ν
|γ = ν, (7)

то

F |γ = G(α(s, t)),
∂F

∂ν
|γ =

∂G

∂α
β(s, t).

Заметим, что если G(z) = z, то краевые данные α(s, t), β(s, t) для w(x, t) и F (y, t)

совпадают, что важно для применений, и кроме того, если к оператору BG предъявля-

ются дополнительные требования самосопряженности в главной части или обращения

в нуль коэффициентов при младших производных, то на u(x) и y = v(x) возникают

дифференциальные уравнения (см. пример 4).

В качестве первого примера приведем преобразованную формулу Пуассона, содер-

жащую значительный произвол, который можно использовать в обратных и других

задачах.

Пример 4. Пусть m = 1 в лемме 7, и функция F (y, t) — решение параболического

уравнения
∂F

∂t
= ∆F . Тогда имеют место формулы

ũ(y) =
1

u(V −1(y))
, y ∈ Rn, aij(x) =

n∑

k=1

∂V −1
i

∂yk

∂V −1
j

∂yk

∣∣∣∣∣
y=V (x)

,

aj(x) =
1

ũ(y)

[ n∑

k=1

2
∂ũ

∂yk

∂V −1
j

∂yk
+ ũ(y)∆V −1

j

]∣∣∣∣∣
y=V (x)

, a(x) =
1

ũ(y)
∆ũ

∣∣∣∣
y=V (x)

,

w(x, t) = G−1

(
u(x)

πn/2

∫

Rn

G(w0(V
−1(V (x) + 2ξα

√
t)))

u(V −1(V (x) + 2ξα
√

t))
e−ξ2

dξ

)
,
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∂w

∂t
=

n∑

i,j=1

aij(x)
∂2w

∂xi∂xj
+

n∑

i,j=1

aij(x)
∂w

∂xi

∂w

∂xj

G′′(w)

G′(w)
+

n∑

j=1

aj(x)
∂w

∂xj
+ a(x)

G(w)

G′(w)
,

w
∣∣∣ t=0 = w0(x), x ∈ Rn.

При u(x) = 1, G(z) = z, V (x) = x, разумеется, получается формула Пуассона. Обра-

щаем внимание на интересные, на наш взгляд, сочетания прямых и обратных отобра-

жений в формуле для решения w(x, t).

Замечание 2. Если априори известно, что aj(x) = 0, a(x) = 0, то на отображение V (x)

и функцию u(x) возникают дифференциальные соотношения

∆ũ(y) = 0, ũ(y) =
1

u(V −1(y))
, y ∈ Rn,

2

n∑

k=1

∂ũ

∂yk

∂V −1
j

∂yk
+ ũ(y)∆V −1

j = 0, j = 1, . . . , n,

что может быть использовано для вычисления коэффициентов aij(x) в конкретных об-

ратных задачах, возможно, с использованием соотношений (7).

Интересный пример общей схемы леммы 7 получается при использовании формулы

для решения задачи Коши параболического уравнения с переменными коэффициентами.

Пример 5. Следуя [13], рассмотрим уравнение

∂F

∂t
= ∆µF, (8)

где F = F (y, t), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, t ∈ R, ∆µ — дифференциальный оператор второго

порядка, определенный формулой

∆µ =
1− |y|2

4

(
(1− |y|2)

n∑

j=1

∂2

∂y2
j

− 2µ

n∑

j=1

yj
∂

∂yj
+ µ(2− n− µ)

)
.

Здесь |y|2 = y2
1 + . . . + y2

n. Если µ = 2 − n, то ∆2−n — оператор Лапласа— Бельтрами,

связанный с метрикой
4|dy|2

(1− |y|2)2 , где |dy|2 = dy2
1 + . . . + dy2

n.

Напомним, что гипергеометрическая функция Гаусса определяется формулой

2F1(a, b, c, s) =
∞∑

k=0

(a)k(b)ksk

(c)kk!
,

где (a)0 = 1, (a)k = a(a + 1) . . . (a + k − 1), k ≥ 1. Определим функции

Φλ(y) = (1− |y|2) 1−µ+iλ

2 2F1

(
n− 1 + iλ

2
,
1− iλ

2
,
n

2
, |y|2

)
,

C(λ) =
21−µ−iλΓ

(
n
2

)
Γ (iλ)

Γ
(

n−1+iλ
2

)
Γ
(

1+iλ
2

) , Cn,µ =





1, если n ∈ (2− n, 0),

Γ(n
2 )Γ(1−µ)

Γ( 2−µ

2 )Γ(n−µ

2 )
,

p(t, q) = Cn,µ

∞∫

0

exp

(
−t

(1− µ)2 + λ2

4

)
Φλ(q) |C(λ)|−2 dλ.



28 Ю.Е. Аниконов, М.В. Нещадим

Тогда функция F (y, t) =
∫

Rn

p(t, y − z)F0(z)dz, оказывается, является решением уравне-

ния (8) и удовлетворяет начальному условию F |t=0 = F0(y).

В соответствии с леммой 6, если функцию F0(y) взять в виде

F0(y) = u−1(v−1(y))G(w0(v
−1(y))), то функция w(x, t), определенная соотношением (6),

является решением преобразованного уравнения
∂w

∂t
= BG(w) и удовлетворяет началь-

ным условиям w|t=0 = w0(x). Полученный произвол G(y), u(x), v(x) можно использовать

в различных, в том числе и обратных, задачах.

2. Обратные задачи

Исследование обратных задач начнем с общей схемы построения формальных реше-

ний линейных многомерных обратных задач. Аналогичные схемы построения решений

будут приведены также в нелинейных обратных задачах, но с граничными условиями.

Сначала рассматривается многомерная линейная обратная задача для эволюцион-

ного уравнения первого порядка по переменной t: найти две функции w(x, t), λ(x),

x ∈ D ⊂ Rn, t ≥ 0, если

α
∂w

∂t
= Aw + f(t)λ(x), (9)

w|t=0 = w0(x), x ∈ D, (10)

w|∂D = ϕ(s, t), s ∈ ∂D, t ≥ 0, (11)

∂w

∂ν

∣∣∣∣
∂D

= ψ(s, t), s ∈ ∂D, t ≥ 0. (12)

Здесь A — линейный дифференциальный эллиптический оператор второго порядка с

гладкими коэффициентами; D — область в Rn с гладкой границей ∂D;
∂w

∂ν
— про-

изводная по нормали границы ∂D области D, функция f(t) 6= 0 и непрерывна; α —

постоянная, непрерывно дифференцируемые функции w0(x), ϕ(s, t), ψ(s, t) известны.

Теорема 1. Пусть w̃(x, t) — решение начально-краевой задачи:

α
∂w̃

∂t
= Aw̃, w̃|t=0 = w0(x), w̃|∂D = ϕ(s, t),

а числа µk и функции uk(x) суть собственные числа и собственные функции задачи на

собственные значения:

Auk + µkuk = 0, uk|∂D = 0, k = 1, 2, . . . .

Если функция ψ̃(s, t) = ψ(s, t) − ∂w̃(s, t)

∂ν
, s ∈ ∂D, представляется в виде формального

ряда

ψ̃(s, t) =

∞∑

k=1

ak
∂uk(s)

∂ν

t∫

0

f(p)e−
µk
α

(t−p)dp,

где ak — некоторые постоянные, то искомые функции w(x, t), λ(x) обратной задачи

(9)–(12) представляются в виде формальных рядов

w(x, t) =

∞∑

k=1

akuk(x)

t∫

0

f(p)e−
µk
α

(t−p)dp + w̃(x, t), λ(x) = α

∞∑

k=1

akuk(x).
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Доказательство теоремы осуществляется непосредственной проверкой. При этом по-

строение искомых функций w(x, t), λ(x) обратной задачи состоит в следующем.

I. Решение первой краевой задачи (поиск функции w̃(x, t)).

II. Нахождение собственных чисел и собственных функций оператора A (поиск µk

и uk(x)).

III. Построение функции ψ̃(s, t) = ψ(s, t)− ∂w̃(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
x=s∈∂D

.

IV. Вычисление постоянных ak, k = 1, 2, . . ., из разложения функции ψ̃(s, t):

ψ̃(s, t) =

∞∑

k=1

ak
∂uk(s)

∂ν

t∫

0

f(p)e−
µk
α

(t−p)dp,

что связано с полнотой системы функций ∂uk(s)
∂ν

t∫
0

f(p)e−
µk
α

(t−p)dp.

V. Нахождение функций w(x, t), λ(x) в соответствии с теоремой 1.

Замечание 3. Если f(t) = δ(t) — дельта-функция Дирака, то разложение функции

ψ̃(s, t) имеет вид

ψ̃(s, t) =
1

2

∞∑

k=1

ak
∂uk(s)

∂ν
e−

µk
α

t,

и, таким образом, основная проблема полноты систем функций
∂uk(s)

∂ν
e−

µk
α

t определя-

ется собственными функциями и собственными числами оператора A.

Перейдем теперь к нелинейным обратным задачам.

Если A = ∆ и краевые условия имеют специальный вид, то можно определять кроме

функции λ(x) и коэффициент k(x). А именно, рассмотрим обратную задачу для пара-

болического уравнения: найти три функции w(x, t), k(x), λ(x), x ∈ D ⊂ Rn, t ≥ 0, такие,

что
∂w

∂t
= k(x)∆w + f(t)λ(x), (13)

w|∂D = ϕ(s, t),
∂w

∂ν

∣∣∣∣
∂D

= ψ(s, t), s ∈ ∂D, (14)

w|t=0 = w0(x), x ∈ D, (15)

непрерывно дифференцируемые функции f(t) 6= 0, ϕ(s, t), ψ(s, t), w0(x) известны,

D — область в Rn с гладкой границей ∂D.

Теорема 2. Пусть функция ϕ(s, t) обратной задачи (13)–(15) имеет специальное ана-

литическое представление

ϕ(s, t) = F (v0(s), t) + ϕ̃(s, t),

где F (y, t) 6= 0 — некоторое решение параболического уравнения
∂F

∂t
=

∂2F

∂y2
, t ≥ 0;

y ∈ R, v0(s) 6= 0 — непрерывная функция; ϕ̃(s, t) — фиксированная дифференцируемая

добавка, возможно равная нулю, и пусть v(x), x ∈ D ⊂ Rn, — гармоническая функция
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такая, что v|∂D = v0(s), причем |∇v| 6= 0. Если w̃(x, t) — решение начально-краевой

задачи
∂w̃

∂t
=

1

|∇v(x)|2 ∆w̃, w̃|t=0 = w0(x)− F (v(x), 0), w̃|∂D = ϕ̃(s, t),

а uk(x), µk — собственные функции и собственные числа задачи на собственные значения

1

|∇v(x)|2 ∆uk + µkuk = 0, uk|∂D = 0, k = 1, 2, . . .

и последовательность чисел ak, k = 1, 2, . . . определена разложением

∞∑

k=1

ak
∂uk(s)

∂ν

t∫

0

f(p)e−µk(t−p)dp = ψ(s, t)− ∂w̃(s, t)

∂ν
− ∂F (v0(s), t)

∂y

∂v(s)

∂ν
,

то имеют место формулы

w(x, t) = F (v(x), t) + w̃(x, t) +
∞∑

k=1

akuk(x)

t∫

0

f(p)e−µk(t−p)dp,

k(x) =
1

|∇v(x)|2 , λ(x) =
∞∑

k=1

akuk(x).

Доказательство осуществляется непосредственной проверкой.

Таким образом, как и в линейных задачах, построение решения нелинейной обрат-

ной задачи связано с классическими проблемами теории дифференциальных уравне-

ний. При этом решение w(x, t) представляется в виде суммы трех функций: F (V (x), t),

w̃(x, t),
∞∑

k=1

akuk(x)
t∫
0

f(p)e−µk(t−p)dp, каждая из которых несет определенную смысловую

нагрузку. Первая функция F (V (x), t) определяет коэффициент k(x), вторая функция

w̃(x, t) ответственна за произвол в граничных и начальных условиях, а третья опреде-

ляет функцию источника. Разумеется основным вопросом здесь является возможность

и обоснованность представления краевого условия ϕ(s, t) в виде F (v0(s), t)+ ϕ̃(s, t). За-

метим только, что, например, функции F (y, t) и v0(s) можно находить из вариационного

принципа min‖ϕ(s, t) − F (v0(s), t)‖, где ‖ ‖ — некоторая норма.

Для параболического уравнения более общего вида и более сложного представле-

ния следа решения можно рассмотреть обратную задачу поиска трех коэффициентов и

правой части, а именно найти решение w(x, t), коэффициенты ρ(x), k(x), µ(x) и λ(x),

x ∈ D ⊂ Rn, t ≥ 0, такие, что

ρ(x)
∂w

∂t
= div(k(x)∇w) + µ(x)w + λ(x)f(t), x ∈ D, t > 0, (16)

w|t=0 = w0(x), x ∈ D, (17)

w|∂D = ϕ(s, t),
∂w

∂ν

∣∣∣∣
∂D

= ψ(s, t), s ∈ ∂D, t > 0, (18)

где гладкие функции w0(x), ϕ(s, t), ψ(s, t) известны, D — область в Rn с гладкой гра-

ницей ∂D.
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Теорема 3. Пусть функция ϕ(s, t) обратной задачи (16)–(18) имеет специальное пред-

ставление

ϕ(s, t) =

∞∫

0

(Q(p)F1(V0(s), p) + R(p)F2(V0(s), p)) e−ptdp + ϕ̃(s, t),

где Q(p), R(p) — достаточно быстро убывающие на бесконечности функции (например,

финитные); V0(s) — непрерывная функция; ϕ̃(s, t) — фиксированная дифференцируемая

добавка, возможно равная нулю; F1(z, p), F2(z, p) — фундаментальная система решений

обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка

F
′′
(z) + b(z)F

′
(z) + (pa(z) + c(z))F (z) = 0,

так что имеют место формулы

a(z) =
∂

∂p




∂2F1

∂z2

∂F2

∂z
− ∂2F2

∂z2

∂F1

∂z
∂F1

∂z
F2 −

∂F2

∂z
F1


 , b(z) = − ∂

∂z

(
∂F1

∂z
F2 −

∂F2

∂z
F1

)
,

c(z) =

∂2F1

∂z2

∂F2

∂z
− ∂2F2

∂z2

∂F1

∂z
∂F1

∂z
F2 −

∂F2

∂z
F1

− p
∂

∂p




∂2F1

∂z2

∂F2

∂z
− ∂2F2

∂z2

∂F1

∂z
∂F1

∂z
F2 −

∂F2

∂z
F1


 ,

при этом a(z) > 0. Пусть, далее, V (x) — гармоническая в области D функция, такая,

что V |∂D = V0(s), причем ∇V 6= 0.

Положим

ρ(x) = a(V (x))|∇V |2 exp

( V (x)∫

0

b(z)dz

)
, k(x) = exp

( V (x)∫

0

b(z)dz

)
,

µ(x) = c(V (x))|∇V |2 exp

( V (x)∫

0

b(z)dz

) (19)

и пусть uk(x), µk, k = 1, 2, . . . — собственные функции и собственные значения оператора

A =
1

ρ(x)

n∑

j=1

∂

∂xj

(
k(x)

∂

∂xj

)
+
µ(x)

ρ(x)
, Auk + µkuk = 0, uk|∂D = 0,

а w̃(x, t) — решение первой краевой задачи для уравнения
∂w̃

∂t
= Aw̃ с условиями

w̃|t=0 = w0(x)−
∞∫

0

(Q(p)F1(V (x), p) + R(p)F2(V (x), p)) e−ptdp, w̃|∂D = ϕ̃(s, t),

и постоянные ak определены из равенства

ψ̃(s, t) = ψ(s, t)− ∂V (s)

∂ν

∞∫

0

(
Q(p)

∂F1(V0(s), p)

∂z
+ R(p)

∂F2(V0(s), p)

∂z

)
e−ptdp− ∂w̃(s, t)

∂ν
=
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=

n∑

k=1

ak
∂uk(s)

∂ν

t∫

0

b(p)e−µk(t−p) dp.

Тогда коэффициенты ρ(x), k(x), µ(x) определены равенствами (19), и

w(x, t) =

∞∫

0

(Q(p)F1(V (x), p) + R(p)F2(V (x), p)) e−ptdp +

+ w̃(x, t) +

∞∑

k=1

akuk(x)

t∫

0

b(p)e−µk(t−p) dp,

λ(x) = ρ(x)

∞∑

k=1

akuk(x)

есть решение обратной задачи (16)–(18).

Пример 6. Следу ϕ(s, t) решения w(x, t) на границе ∂D

ϕ(s, t) =

∞∫

−∞

(
Q(ω) exp(iω 3

√
u0(s))(iω

3
√

u0(s)− 1) +

+ R(ω) exp(−iω 3
√

u0(s))(iω
3
√

u0(s) + 1)
)

eiωtdω+ ϕ̃(s, t),

u0(s) > 0, s ∈ ∂D, соответствует уравнение

ρ(x)
∂w

∂t
= ∆w + λ(x)f(t),

при этом

ρ(x) =
1

9
(u(x))−4/3|∇u|2,

где u(x) — гармоническая функция такая, что u|∂D = u0(s), s ∈ ∂D.

Таким образом, в данном случае поиск коэффициента ρ(x) сведен к задаче Дирихле

для уравнения Лапласа. Остальные функции определяются по схеме, аналогичной схеме

теоремы 3.

В начале работы приведена необычная экономическая интерпретация решения и ко-

эффициентов параболического уравнения. Существенно используя независимость ко-

эффициентов и функции источника от времени в параболическом уравнении, можно

провести небольшое дополнительное исследование линейной обратной задачи, что и де-

лается ниже.

Лемма 8. Пусть функция w(x, t), x ∈ D ⊆ Rn, α ≤ t ≤ β, является решением парабо-

лического уравнения

ρ(x)
∂w

∂t
=

n∑

i=1

∂

∂xi

(
k(x)

∂w

∂xi

)
+ λ(x) (20)

с коэффициентами k(x), ρ(x) и правой частью λ(x), не зависящими от переменной t.

Тогда имеет место тождество

ρ(x)

(
∂w

∂t

)2

=

n∑

i=1

∂

∂xi

(
k(x)

∂w

∂xi

∂w

∂t

)
− 1

2

∂

∂t

(
k(x)

n∑

i=1

(
∂w

∂xi

)2
)

+
∂

∂t
(λ(x)w) . (21)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Домножим уравнение (20) на
∂w

∂t
и воспользуемся тождествами

∂

∂xi

(
k(x)

∂w

∂xi

)
∂w

∂t
=

∂

∂xi

(
k(x)

∂w

∂xi

∂w

∂t

)
− 1

2

∂

∂t

(
k(x)

(
∂w

∂xi

)2
)

, i = 1, . . . , n.

Следствие 4 (единственность). Пусть заданы k(x) > 0, ρ(x) > 0, и

w|∂D = 0, w|t=α = w|t=β = 0. (22)

Тогда λ(x) = 0, w(x, t) = 0, x ∈ D, α ≤ t ≤ β.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Интегрируя тождество (21), с учетом данных (22), получаем

∫

D

β∫

α

ρ(x)

(
∂w

∂t

)2

dxdt = 0.

Отсюда в силу того, что ρ(x) > 0, получаем
∂w

∂t
= 0. Так как w|t=α = 0, то w = 0.

Из (20) следует, что λ(x) = 0.

Следствие доказано.

Следствие 5 (формула для коэффициента λ). Если w|∂D = ϕ(s), s ∈ ∂D, т. е. функ-

ция ϕ(s) не зависит от переменной t и w|t=α = w|t=β = w0(x), то имеет место следующая

формула для коэффициента λ(x):

λ(x) = −
n∑

i=1

∂

∂xi

(
k(x)

∂w0

∂xi

)
.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (21) интегрированием получается равенство

∫

D

β∫

α

ρ(x)

(
∂w

∂t

)2

dxdt = 0.

Отсюда в силу того, что ρ(x) > 0, получаем
∂w

∂t
= 0, т. е. решение w(x, t), оказывается, не

зависит от переменной t. Подставляя в (20) значение t = α (или β), получаем искомую

формулу для λ(x).

Далее рассматриваются обратные задачи для параболических уравнений поиска ре-

шений и двух зависимых коэффициентов. Явные формулы для решений обратных задач

получаются с точностью до решения задачи Коши

∂2F

∂y2
=

∂F

∂t
, F |y=0 = α(t),

∂F

∂y

∣∣∣∣
y=0

= β(t).

Так, обратная задача для параболического самосопряженного уравнения состоит в по-

иске функций w(x, t), A(x), C(x) таких, что

∂w

∂t
=

∂

∂x

(
A(x)

∂w

∂x

)
+ C(x)w,

w|t=0 = w0(x), w|x=0 = α(t),
∂w

∂x

∣∣∣∣
x=0

= β(t), (23)

где w0(x) > 0, α(t) > 0, β(t) > 0, w0(0) = α(0), w
′

0(0) = β(0) — заданные дважды

непрерывно дифференцируемые функции, 0 ≤ x <∞, t ∈ R.
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Теорема 4. Пусть F (y, t) — решение задачи Коши по переменной y:

∂2F

∂y2
=

∂F

∂t
, F |y=0 = α(t),

∂F

∂y

∣∣∣∣
y=0

= β(t),

и ϕ(y) =

y∫

0

F 2
0 (p)dp, F0(p) = F (p, 0). Имеют место формулы

w(x, t) =
√

V ′(x)F (V (x), t), A(x) =
1

V ′2
, C(x) =

5(V
′′
)2 − 2V

′′′
V

′

4(V ′)4
,

где V (x) = ϕ−1




x∫

0

w2
0(p)dp


.

Для несамосопряженного уравнения

∂w

∂t
= A(x)

∂2w

∂x2
+ C(x)w

с начально-краевыми условиями (23) имеет место следующее утверждение.

Теорема 5. Пусть F (y, t) — решение задачи Коши по переменной y:

∂2F

∂y2
=

∂F

∂t
, F |y=0 = α(t),

∂F

∂y

∣∣∣∣
y=0

= β(t),

и ϕ(y) =

y∫

0

dp

F 2
0 (p)

, где F0(p) = F (p, 0). Тогда имеют место формулы

w(x, t) =
1√

V ′(x)
F (V (x), t), A(x) =

1

V ′2
, C(x) =

2V
′′′

V
′ − 3(V

′′
)2

4(V ′)4
,

где V (x) = ϕ−1




x∫

0

dp

w2
0(p)


.

Другие сходные результаты по одномерным обратным задачам поиска трех связан-

ных коэффициентов можно найти в работе [14].
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