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О ЛОГИЧЕСКОЙ НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТИ
ВЕРОЯТНОСТНЫХ ПРЕДСКАЗАНИЙ∗

Обсуждается проблема статистической двусмысленности (SAP), поставленная Карлом Гем-
пелем в отношении объяснений, базирующихся на индуктивно-статистической аргументации.
С целью устранения SAP вводится формализованное (в терминах логики и вероятности) тре-
бование максимальной специфичности (RMS), а также соответствующая ему схема осуществ-
ления предсказания. Отметим, определенная в итоге совокупность закономерностей, удовле-
творяющих RMS, тесно связана с конструкцией семантического вероятностного предсказания,
представленной в работах Евгения Витяева и автора статьи. Установлено, что использование
rms-правил в конъюнкции со значимыми относительно рассматриваемой вероятностной меры
наборами информационных данных не приводит к возникновению логических противоречий.
Иными словами, вероятностные теории, полученные индуктивным образом на основании RMS,
выступают в качестве непротиворечивых дедуктивных систем.
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1. Экскурс и обоснование актуальности вопроса

Исследование посвящено работе с индуктивно произведенным знанием, синтезиро-
ванным при совместном использовании логико-вероятностного и обучающего аппара-
тов [1–3], и сопряженным вопросам. Как известно, логика предикатов первой ступени
подразумевает абсолютную достоверность аксиом и способов обращения с утвержде-
ниями (правил вывода). Однако в реальной жизни нам часто приходится оперировать
различными видами нечеткости, а предположение о тождественной истинности нали-
чествующих средств (их абсолютизация) ведет на практике к увеличению аппроксима-
ционной ошибки округления — эта проблема весьма схожа, например, с возникающими
в численном анализе [4], когда «теоретически хорошие» алгоритмы выдают значения,
существенно отличные от искомых, и оказываются фактически неприложимы. При мо-
делировании машинных вычислений указанные выше трудности связаны со способами
представления величин, хранящихся в памяти компьютера, в то время как для физи-
ческих и др. теорий — со статистической природой знаний и упрощенными исходными
допущениями. Помимо прочего, хорошо известно, что даже маленькая ошибка прибли-
жения способна породить весьма большие отклонения результата работы алгоритма
от наблюдаемых в действительности значений величин, если задействованы довольно
длинные и сложные цепочки логических преобразований. Вдобавок логические модели
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наблюдаемых феноменов несоврешенны, а от выбранных понятий зависит, каково число
шагов, требуемых для достижения ответа — доказательства верности или опроверже-
ния суждения, интерпретируемого в онтологии предметной области. Отсюда неизбежно
вытекает [1–3]: чисто логическая аргументация обуславливает серьезные ограничения,
накладываемые на применимость получаемого знания. Согласно Карлу Р. Попперу, об-
ращение к логическому выводу будет справедливо при дедуктивно-номологических, но
не индуктивно-статистических объяснениях [5] (терминология позаимствована у Кар-
ла Г. Гемпеля и может быть найдена в его работе [6]).

Итак, в повседневной жизни почти всегда найдутся отклонения (более или менее
значительные) от идеальных постулатов теории, причем по аналогии с итерационны-
ми методами (в прикладной алгебре) логический вывод склонен накапливать ошибку
в процессе своей реализации. При дедуктивном подходе к построению цепочки фор-
мул мы оперируем, вообще говоря, закономерностями статистической природы, но не
имеем в распоряжении «корректной программы» для обращения с ними (классическая
схема выводимости хоть и сохраняет истинность, но не сохраняет вероятностных зна-
чений). Коль скоро вероятность являет собой наиболее утвердившуюся и осознанную
формализацию степени доверия, информация статистического характера описывает-
ся при помощи вероятностных распределений, истинностные значения обобщаются до
булевозначных [7;8] (в силу теоремы Стоуна можно ориентироваться на булевы алгебры
подмножеств). Здесь вероятностная мера конструируется (объективно) по статистике,
а не по субъективным мнениям экспертов. Отметим, многие люди привыкли думать о
вероятности как о размытости, которая может быть сведена к чисто логической модели
путем введения большего количества специальных понятий (дополнительного расши-
рения сигнатуры), получаемых в ходе дальнейшего изучения; тем не менее целый ряд
дискуссий в основаниях исчисления вероятностей и современной квантовой механике
(см. лекцию [9]) указывают на фундаментальный характер случайности, не только уста-
навливая границы для логического позитивизма и легитимизируя философию индетер-
мизма, но и обращая наше пристальное внимание на природу явления как такового.
Невозможность редукции случайных факторов к атрибутам детерминистского толка и
сопутствующая эпистемология излагаются в монографиях [10] и [11].

Наша конечная задача (в общей постановке) — это извлечение знаний из данных
[2; 3; 12], причем вид индуктивно синтезируемых закономерностей должен быть по воз-
можности прост и удобен в обращении. Вероятностная аргументация призвана слу-
жить инструментом для предсказания и объяснения свойств малоизученных объектов.
В настоящей статье мы сфокусируемся на непротиворечивости совместного использова-
ния вероятностных правил и доступных нам данных. Оперирование частичным типом
знания (статистической природы) обязывает нас прибегать к индуктивного сорта сужде-
ниям. Последние образуют своего рода макроуровень, в то время как микробазой явля-
ется исходный материал (например, статистики и модели первого порядка, по которым
и была сконструирована вероятностная мера). Обобщение одним уровнем другого не
означает лишь поглощения множества элементов или значений истинности, суть обоб-
щения заключается в способности к возврату на первоначальный уровень, к выделению
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обобщаемого понятия из более общего, в чем нередко возникает необходимость, ибо
надстройка пусть и полезна подчас, но сама есть абстракция, при реальном применении
нуждающаяся в уточнении контекста. Решения, таким образом, принимаются в рамках
традиционной логики (событий микромира). Следовательно, с одной стороны, естес-
твенно апеллировать именно к вероятностным рассуждениям (тем более, это в немалой
степени может облегчить нагрузку в плане количества предсказываемых свойств, пото-
му что вероятностно независимых признаков обычно сравнительно немного); c другой —
важно быть в состоянии проинтерпретировать полученные в результате вероятностной
аргументации заключения на логическом уровне предметной области. Выводимые на
основе вероятностных соображений теории должны быть статистически не двусмыс-
ленны (логически непротиворечивы), однако совокупности вероятностных правил часто
включают противоречия — указанная проблема и была выявлена Гемпелем в отношении
знания, опирающегося на индуктивно-статистические объяснения [6;13;14]. Благополуч-
ный возврат с макро- на микроуровень будет обеспечен, как только правомерный вопрос
о непротиворечивости итоговых предсказаний будет решен положительно.

Несмотря на несомненный интерес к поднимаемой теме согласования и взаимоот-
ношения уровней (их обратной связи), само наличие отрицаний игнорируется во мно-
гих работах по синтезу логики и вероятности. Отсутствие таких исследований относит
мысли по поводу упомянутого синтеза скорее к разряду неких эвристик, нежели к объ-
ективно обоснованной методике обращения с данными. Между тем отрицания крайне
важны при вероятностной аргументации. Подробнее опишем возникающие трудности.
Разумеется, находясь в рамках чисто логической структуры, имея набор тождественно
истинных правил и фактов, мы не испытываем затруднений, связанных со степенями
доверия: все ложные формулы (отрицания упомянутых выше фактов и правил) можно
отбросить, ведь промежуточных значений истинности нет, а посему нет и смысла в со-
хранении указанных отрицаний. При работе с вероятностной мерой ситуация меняется
категорически: отрицание теперь не только фиксирует жесткую семантическую зависи-
мость Pi и ¬Pi, но и подводит нас к идее о невозможности исключения одного из них из
рассмотрения: a priori при составлении посылок закономерностей нет никаких причин
предпочесть предложение Φ с вероятностью, отличной от нуля, предложению ¬Φ, ведь
в конъюнкции с другими формулами каждое может оказаться существенно полезно (без
заранее известного приоритета) и специфично. Точнее, будучи прикреплено к посылке,
любое из них (при этом не важно, выполнено ли µ (Φ) > µ (¬Φ) или обратное неравен-
ство) потенциально способно увеличить условную вероятность: в ходе предсказания для
замкнутой формулы Ψ (отличной от Φ) вполне может оказаться

µ (Ψ | ¬Φ) > µ (Ψ) > µ (Ψ | Φ)

или наоборот («<» вместо «>»), где µ — вероятность на формулах [15; 16].
В представленном вниманию тексте вводятся конструкции, формализующие требо-

вание максимальной специфичности (RMS), накладываемое на правила и развивающее
предложенные Гемпелем концепции по устранению статистической двусмысленности.
Интуитивно: применяемые закономерности должны обладать всей специфичной инфор-
мацией относительно предсказываемых по ним свойств; такая информация оптимизи-
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рует правдоподобность и объяснительную силу рассматриваемой закономерности. Хотя
идеология, стоящая за требованием, и была представлена в работах Гемпеля [13; 14],
в литературе RMS обычно фигурирует в довольно туманной форме либо дается при
весьма серьезных ограничениях (скажем, для основных предложений языка монади-
ческих предикатов, причем вероятности входящих в аргументацию правил полагаются
приблизительно равными единице), от которых в общем случае хотелось бы избавиться.
Наше формальное RMS, главным образом, связано с парадигмой семантического веро-
ятностного предсказания [1–3], а серия доказанных в статье теорем (см. п. 4–6) решает
означенную проблему двусмысленности для различных теорий, удовлетворяющих ва-
риантам RMS (нами будет определено несколько разновидностей RMS-требования), и
тем самым снимает вопрос о логической непротиворечивости соответствующих данным
вариантам вероятностных теорий (см. также [23]).

2. Вероятностная мера над языком 1-й ступени

В первую очередь зафиксируем язык L не более чем счетной сигнатуры

Σ = {P1, P2, . . . ; f1, f2, . . . ; c1, c2, . . . } ;

с операциями ∧, ∨ и ¬. Пусть X — счетное множество переменных. Обозначим: TL —
множество всех термов языка; T0

L — множество основных термов (термов, не содер-
жащих переменных); AL — множество всех атомов; A0

L — множество основных атомов
(атомов, не содержащих переменных); FL — множество всех формул; SL — множество
предложений; S0

L — множество основных предложений (бескванторных формул без сво-
бодных переменных). Отметим, что S0

L совпадет с замыканием A0
L относительно рас-

сматриваемых логических операций. Затем Θ — совокупность всевозможных подстано-
вок, а Θ0 ®

{
θ | θ : X → T0

L

}
— подстановки основных термов.

Определение 1. Назовем литералом всякий атом, либо его отрицание. Обозначим
LL — множество всех литералов; L0

L  LL ∩ S0
L — основные литералы.

Под отрицанием литерала A будем понимать непосредственно ¬A, если A ∈ AL, и B,
если A ≡ ¬B, где B ∈ AL. На письме используется обозначение «¬A», т. е. двойное
отрицание отождествляется с отсутствием таковых. Разрешим присутствие литералов
(не только атомов) в качестве структурных элементов правил — традиционных объектов
логического программирования [17].

Определение 2. Правило — это запись вида C ® ∀̃ (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn), где A,
B1, . . . , Bn суть литералы. Вариантом правила C называется любое Cθ  ∀̃

(
Aθ ←

← B1θ ∧ · · · ∧ Bnθ
)
, где θ — произвольная биекция множества переменных на себя.

Далее обозначим RuleL — множество всех правил языка L.

Замечание. Отношение следования «←» чуть ниже будет нами пояснено и сопровож-
дено вероятностной семантикой; при рассмотрении же вопроса о непротиворечивости
связка «←» в правилах логически интерпретируется как классическая импликация.

Опираясь на анализ, проведенный в работах [15; 16], дадим следующее определение.
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Определение 3. Вероятность на множестве F ⊆ S0
L, замкнутом относительно ∧, ∨ и

¬, — это функция µ : F → [0, 1], обладающая следующими свойствами:

(1) если ` Φ («Φ — тавтология»), то µ (Φ) = 1;
(2) если ` ¬ (Φ ∧ Ψ), то µ (Φ ∨ Ψ) = µ (Φ) + µ (Ψ).

Отныне считем, что µ — вероятность на основных предложениях. В п. 3 мы также
определим µ через вероятностную меру по Колмогорову [18], что потенциально поз-
воляет оперировать счетными дизъюнкциями и конъюнкциями, финитно приближать
вероятности последних, в пределе получая точное значение.

«Материальность» классической импликации служит аргументом в пользу отказа от
введения меры правила как значения вероятности соответствующей замкнутой форму-
лы; вместо этого продуктивным оказывается распространить вероятность на основные
экземпляры правил как условную (см. также [2; 16]), а именно

µ (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) ® µ (A | B1 ∧ · · · ∧ Bn) = µ (A) /µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn) .

Такое определение более адекватно улавливает причинно-следственную связь между
посылкой и заключением. Сопутствующие обозначения:

Rule0
L ®

{
Cθ | C ∈ RuleL и θ ∈ Θ0

}
—

основные частные случаи правил рассматриваемого языка L;

Rule0,µ
L ®

{
C | C ® (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) ∈ Rule0

L и µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn) 6= 0
}

—

те из элементов Rule0
L, чья условная вероятность определена.

Определение 4. Пусть C1 ® ∀̃(A1 ←
∧m1

i=1 Bi) и C2 ® ∀̃(A2 ←
∧m2

k=1 Dk) — некото-
рые правила (выберем варианты с непересекающимися множествами входящих пере-
менных). Отношение C1 Â C2 («быть более общим») имеет место тогда и только тогда,
когда можно подобрать такую θ ∈ Θ, что A1θ ≡ A2, {B1θ, . . . , Bm1θ} ⊆ {D1, . . . , Dm2},
причем m1 6 m2 и C1 не является вариантом C2. Легко видеть, второе правило будет
логическим следствием первого (если воспринимать «←» как материальную имплика-
цию). Обозначим < — рефлексивное замыкание для Â.

Введем нижнюю оценку для значений вероятности основных случаев правила с пе-
ременными:

Rule
µ
L 

{
C ∈ RuleL | Cθ ∈ Rule

0,µ
L для какого-нибудь θ ∈ Θ0

}
;

µ (C)  inf
{

µ (Cθ) | θ ∈ Θ0 и Cθ ∈ Rule
0,µ
L

}
, где C ∈ Rule

µ
L .

Определение 5. Отношение C1 @ C2 («вероятностное следование») для {C1, C2} ⊆
⊆ Ruleµ

L эквивалентно C1 Â C2 вместе с µ (C1) < µ (C2).

Определение 6. Назовем µ-законом всякое C из Ruleµ
L, для которого C′ Â C влечет

C′ @ C при любом C′ ∈ Ruleµ
L; обозначим GLawµ

L — совокупность всех µ-законов.
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3. Семантическое µ-предсказание на данных

Для начала обоснуем задачу предсказания свойств, выраженных формулами в язы-
ке L, а затем перейдем к ее формализации и постановке вопроса непротиворечивости.

Чаще всего случайной величиной называется измеримая функция из пространства
элементарных исходов в R (см. [18]), тогда статистические выборки представляют собой
конечные последовательности вещественных чисел. Из желания подчеркнуть, что вся-
кий исход может иметь довольно произвольную природу, вместо R (или Q) мы восполь-
зуемся некоторым классом моделей первого порядка. Подобный переход, разумеется,
не позволяет непосредственно производить алгебраические операции и сравнивать зна-
чения случайных величин на вещественной прямой, поэтому подразумевается наличие
взаимно-однозначного соответствия (своего рода шкалирования) между рассматривае-
мым классом и поднабором из R (при надобности отождествляя одно с другим).

Пусть G∗ — некоторый счетный класс алгебраических систем первого порядка, наб-
людаемых в изучаемом нами явлении; иными словами, любой исход эксперимента трак-
туется как некий элемент из G∗ (однако нам не обязательно известно, какой конкретно).
Непосредственно осуществлению предсказания предшествует ряд этапов:

• построение вероятностной меры µ по репрезентативной выборке G ⊂ G∗, состо-
ящей из хорошо исследованных структур, чьи свойства нами полностью иденти-
фицированы;

• индуктивный синтез предсказывающих закономерностей, а вместе с тем и подбор
статистически значимых данных для изучаемой нами системы B ∈ G∗ — в соот-
ветствии с ними будут приниматься / отклоняться гипотезы относительно свойств
последней.

Остановимся подробнее на описании указанных выше этапов. Первый из них сопро-
вождается применением аппарата математической статистики, в результате чего полу-
чаем вероятностное распределение P, действующее на пространстве элементарных исхо-
дов Ω = G∗ (при обобщении здесь потребуется колмогоровская аксиоматизация); в том
или ином смысле оно должно аппроксимировать «настоящие» значения эмпирической
вероятности P∗ (подробнее о теории интервального и точечного оценивания можно
прочесть в монографии А.А. Боровкова [19], для нас же это сейчас не столь важно).
Качество репрезентативности выборки из генеральной совокупности обеспечивает на-
шу возможность говорить о вероятностной мере в целом, заменяя в рассуждениях P∗

на P. Имея P, для произвольного предложения Φ определяем

µ (Φ) ® P ([[Φ]]) =
∑

ω∈[[Φ]]

P (ω) , где [[Φ]] ® {A ∈ G∗ | A ² Φ} .

Нам понадобится только µ на основных предложениях. Нетрудно понять, все необходи-
мые свойства вероятности на S0

L (см. определение 3) выполнены. В приведенной схеме
происходит естественный переход от двузначной истинности к булевозначной (ибо 2G∗

есть булева алгебра), которую, в свою очередь, можно «померить» при помощи P.

Далее берется интересующая нас B ∈ G∗ (знание относительно ее свойств частично,
т. е. наблюдается некоторая модель, однако все ее характеристики нам не известны) и
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ставится задача предсказания, точнее — для произвольного основного литерала H вы-
яснить, что более достоверно: B ² H, B 6² H или у нас недостаточно информации для
какого-либо из представленных выводов; причем в первых двух случаях приводится ве-
роятностная оценка степени правдоподобия. Ниже будут определены правила и наборы
данных, по которым эта задача решается в семантическом µ-предсказании [1–3].

Зафиксируем Facto ⊂ A0
L — те из основных атомов, что позволяют непосредствен-

ную проверку в любой реально возникающей модели B ∈ G∗; иначе говоря, постулиру-
ется наличие ζ : G∗×Facto → {0, 1} (считаем, что задано произвольное такое отображе-
ние). Нами также используется аббревиатура ζB (·) для одноместной функции ζ (B, ·).

Определим полный набор альтернатив, допускающих проверку, как

Fact∗o ® Facto ∪ Fact¬o , где Fact¬o  {¬A | A ∈ Facto} .

Теперь положим (не накладывая дополнительных ограничений на тип функции ζB)

Data [B]  {A | A ∈ Facto и ζB (A) = 1} ∪ {¬A | A ∈ Facto и ζB (A) = 0} .

Итак, данные являют собой не что иное, как максимальное непротиворечивое под-
множество полного набора альтернатив.

Определение 7. Подмножество S ⊆ L0
L называется µ-совместным или статистиче-

ски значимым относительно µ (для вероятности µ, построенной по распределению P)
в том и только том случае, когда P ({A | A ² S}) 6= 0.

Определение 8. Максимально специфичным правилом (ms-правилом) для предсказа-
ния литерала H называется C ® ∀̃ (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) ∈ RuleL, обладающее следующи-
ми характеристиками:

(1) найдется подстановка θ ∈ Θ0 такая, что Aθ ≡ Hθ,
{B1θ, . . . , Bnθ} ⊆ Fact∗o, µ (B1θ ∧ · · · ∧ Bnθ) 6= 0 и µ (Cθ) > µ (Hθ);

(2) не существует C′ ∈ Ruleµ
L, для которого верно (1) и C @ C′;

(3) его нельзя обобщить до некоторого C′ ∈ Ruleµ
L, не потеряв при

этом в значении µ (·) и одновременно сохранив свойства (1–2).

Иногда, говоря о введенных нами условиях, мы будем употреблять аббревиатуру
«ms.i» для обозначения i-го пункта ms-определения (когда из контекста ясно, о пред-
сказании какого именно литерала идет речь).

Интуиция, стоящая за пунктами 1–3 определения, такова: ms.1 отвечает за соот-
ветствие предсказываемому свойству и проверяемость посылки правила на возникаю-
щих данных; ms.2 — непосредственно за максимальную специфичность в классе правил,
чьи посылки и заголовки валидны по п.1; ms.3 — за простоту (общность) закономер-
ности. Кроме того, во избежание деления на ноль возникает техническое требование
«µ (B1θ ∧ · · · ∧ Bnθ) > 0», а также «µ (Cθ) > µ (Hθ)», символизирующее производи-
тельность набора причин {B1θ, . . . , Bnθ } и называемое условием мотивированности.
Последнее можно переписать как µ (Aθ | B1θ ∧ · · · ∧ Bnθ) > µ (Hθ | >), где > — символ
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тавтологии (пустой конъюнкции). Конечно же, нет смысла предсказывать литерал по
правилу, оценка вероятности которого хуже, чем безусловная вероятность самого лите-
рала. Мы еще вернемся к анализу ms.1–3 в некоторых модификациях, пока же заметим,
что условия мотивации, сходные с упомянутым выше, встречаются и в вероятностной
теории причинности Суппеса [20], и в индуктивной логике Карнапа [21].

Предположим, нас интересует правдоподобность H ∈ L0
L. Сперва мы находим ms-

правило C ® ∀̃ (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) для предсказания H, причем должна существовать
θ ∈ Θ0 такая, что {B1θ, . . . , Bnθ} содержится в Data [B]. Тогда свойство H подтверждает-
ся в модели B с оценкой γ (H) ® µ (C). Последняя может служить критерием принятия
или отклонения гипотезы об истинности запроса: например, доверяем лишь прогнозам
с оценкой не меньше 1 − ε, где ε — доверительная граница. Аналогично поступаем с
предсказанием ¬H. При наличии нескольких ms-правил естественно выбрать то, кото-
рое доставляет максимум величине µ (·); отметим, на практике все множество ms-правил
у нас обычно отсутствует (их нахождение наталкивается на проблемы вычислительной
сложности), поэтому часто приходится оперировать поднаборами. Разумеется, особый
интерес вызывает предвосхищение свойств, не лежащих в Fact∗o.

Для каждого ms-правила C, предсказывающего некоторый литерал H, рассмотрим
всевозможные экземпляры Cθ, где θ принадлежит к числу подстановок, удовлетворя-
ющих п.1 ms-определения для C и H. Объединение всех таких основных случаев (по
всем правилам и литералам) обозначим MSRµ

θ. Множество MSRµ
θ можно считать ито-

гом проведения так называемого семантического µ-вывода, идея которого была пред-
ложена в работах Е.Е. Витяева [1–3] и основывается на требовании максимальной
специфичности, выдвинутом К. Г. Гемпелем для устранения проблемы статистиче-
ской двусмысленности при обращении с индуктивно произведенным знанием [6; 13; 14].
Цель последующих разделов состоит в доказательстве логической непротиворечивости
MSRµ

θ∪Data [B], где Data [B] статистически значимо. Отметим, что в разных вариациях
непротиворечивость индуктивных схем постоянно фигурирует в философии науки: у
Гемпеля — как необходимое условие при формировании рациональной системы убеж-
дений [6]; у М. Родерика и Р. Мартина — как адаптация эпистемологических принци-
пов, также принятых в концепции знания Я.Хинтикки [22]. Кроме того, в пятом пара-
графе конструкция ms-правила будет обобщена для введения переменных (ибо, хотя ms-
правила и включают переменные, но в действительности закономерности присутствуют
лишь в виде MSRµ

θ — соответствующих основных экземпляров); наконец, в шестом пара-
графе мы обсудим слабомотивированные предсказания с доверительным уровнем 1−ε

и установим, что для гарантии совместности достаточно взять любое ε < 0,5.

4. Доказательство непротиворечивости

Утверждение 1. Допустим, C ® (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D) ∈ Rule0,µ
L , причем имеет ме-

сто строгое неравенство

µ (A | B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D) < µ (A | B1 ∧ · · · ∧ Bn) .
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Тогда правило C′ ® (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ ¬D) лежит в Rule0,µ
L , а ¬D уже увеличивает

условную вероятность

µ (A | B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ ¬D) > µ (A | B1 ∧ · · · ∧ Bn) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если бы µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ ¬D) равнялось нулю, то имеем

µ (A ∧ B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D) = µ (A ∧ B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D) +
+ µ (A ∧ B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ ¬D) = µ (A ∧ B1 ∧ · · · ∧ Bn),

а также

µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D) = µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D) +
+ µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ ¬D) = µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn),

откуда (с учетом условий)

µ (C) = µ(A∧B1∧···∧Bn∧D)
µ(B1∧···∧Bn∧D) = µ(A∧B1∧···∧Bn)

µ(B1∧···∧Bn) = µ (A | B1 ∧ · · · ∧ Bn) > µ (C).

Возникает противоречие. Значит, µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ ¬D) > 0, т. е. и условная вероятность
для C′ определена. В результате дальнейших преобразований получим:

µ

(
A |

n∧
i=1

Bi ∧ ¬D
)
× µ

(
n∧

i=1
Bi ∧ ¬D

)
=

= µ

(
A ∧

n∧
i=1

Bi ∧ ¬D
)

= µ

(
A ∧

n∧
i=1

Bi

)
− µ

(
A ∧

n∧
i=1

Bi ∧ D
)

=

= µ

(
A |

n∧
i=1

Bi

)
× µ

(
n∧

i=1
Bi

)
− µ

(
A |

n∧
i=1

Bi ∧ D
)
× µ

(
n∧

i=1
Bi ∧ D

)
>

> µ

(
A |

n∧
i=1

Bi

)
× µ

(
n∧

i=1
Bi

)
− µ

(
A |

n∧
i=1

Bi

)
× µ

(
n∧

i=1
Bi ∧ D

)
=

= µ

(
A |

n∧
i=1

Bi

)
×

(
µ

(
n∧

i=1
Bi

)
− µ

(
n∧

i=1
Bi ∧ D

))
=

= µ

(
A |

n∧
i=1

Bi

)
× µ

(
n∧

i=1
Bi ∧ ¬D

)
.

И, таким образом, вслед за сокращением µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ ¬D) 6= 0 требуемое нам нера-
венство будет установлено. ¤

Лемма 1 (об альтернативах). Допустим, Cpos ® (H ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) ∈ MSRµ
θ и Cneg ®

® (¬H ← D1 ∧ · · · ∧ Dm) ∈ MSRµ
θ (заключения ms-экземпляров противоречат друг дру-

гу). Тогда с необходимостью µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D1 ∧ · · · ∧ Dm) = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что Cpos и Cneg суть основные случаи некоторых ms-пра-
вил C1 и C2, причем для каждого выполнен соответствующий ему п. 1 определения
ms-правила. Очевидно, C1 < Cpos. Отсюда (в силу ms.2) имеем µ (C1) > µ (Cpos); c
другой стороны, µ (C1) 6 µ (Cpos) — всегда будет выполнено для нижней границы µ (·).
Таким образом, µ (Cpos) = µ (C1). Тем же методом получим и µ (Cneg) = µ (C2).

«От противного». Пусть µ (B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D1 ∧ · · · ∧ Dm) 6= 0. Следовательно, и для
любого подмножества S ⊆ {B1, . . . , Bn, D1, . . . , Dm} имеет место µ

(∧
A∈SA

)
6= 0. Далее

зафиксируем какое-нибудь D ∈ {D1, . . . , Dm}.
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Этап 1. Сначала докажем равенство µ (H |
∧n

i=1 Bi) = µ (H |
∧n

i=1 Bi ∧ D). В самом деле,
C ® (H ←

∧n
i=1 Bi ∧ D) принадлежит Rule0,µ

L , к тому же верно C1 < Cpos Â C. Легко
понять, это C полностью удовлетворяет условиям п. 1 определения ms-правила (для
литерала, предсказываемого с помощью C1) за исключением, быть может, «µ (C) >

> µ (H)». Рассмотрим возможные альтернативы.

1. µ (C1) = µ (Cpos) = µ (H |
∧n

i=1 Bi) 6 µ (H |
∧n

i=1 Bi ∧ D). Из п. 2 определения
ms-правила, однако, вытекает обратное неравенство (ибо появилось недостающее усло-
вие «мотивации» µ (C) > µ (Cpos) > µ (H)); в итоге установим нужное равенство.

2. µ (C1) = µ (Cpos) = µ (H |
∧n

i=1 Bi) > µ (H |
∧n

i=1 Bi ∧ D). Исходя из утверждения 1,
µ (H |

∧n
i=1 Bi) < µ (H |

∧n
i=1 Bi ∧ ¬D), где C′ ® (H ←

∧n
i=1 Bi ∧ ¬D) ∈ Rule0,µ

L . Повторяя
предыдущие рассуждения (теперь с заменой «D» на «¬D»), приходим к противореча-
щему допущениям тождеству µ (H |

∧n
i=1 Bi) = µ (H |

∧n
i=1 Bi ∧ ¬D).

Этап 2. Ежели нами уже добавлена часть литералов {D1, . . . , Dm}, берем очередное
(по порядку) и еще не задействованное Dk. Индукционное предположение гласит

µ (C1) = µ

(
H |

∧n

i=1
Bi

)
= µ

(
H |

∧n

i=1
Bi ∧ D1

)
= · · · = µ

(
H |

∧n

i=1
Bi ∧

∧k−1

j=1
Dj

)
.

Для последнего из выражений (внутри скобок) и Dk выкладки будут без изменений по
отношению к проделанным ранее вплоть до момента наступления разобранных выше
альтернатив (1–2) и не используют никаких дополнительных свойств. В (1–2) необхо-
димо аккуратно применить индукционную гипотезу, после чего действия становятся
тривиальны. Итак,

µ (C1) = µ

(
H |

∧n

i=1
Bi ∧

∧m

j=1
Dj

)
.

Аналогично
µ (C1) = µ

(
¬H |

∧n

i=1
Bi ∧

∧m

j=1
Dj

)
.

В результате нетрудно извлечь (с привлечением одной из составляющих п. 1 определения
ms-правила для предсказания) противоречие:

1 = µ (¬H) + µ (H) < µ (Cpos) + µ (Cneg) =

= µ

(
H |

∧n

i=1
Bi ∧

∧m

j=1
Dj

)
+ µ

(
¬H |

∧n

i=1
Bi ∧

∧m

j=1
Dj

)
= 1.

¤

Замечание. Из доказательства леммы видно, что нами установлен следующий факт.
Пусть C ® (H ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) ∈ MSRµ

θ и {B1 · · ·Bn} ⊆ S ⊆ Fact∗o, где S конечно и
µ-совместно. Тогда окажется выполненым равенство µ (C) = µ

(
H |

∧
B∈S B

)
.

Prdct [B]µθ  MSRµ
θ ∪ Data [B].

Теорема 1 (о непротиворечивости ms-теории). Теория Prdct [B]µθ логически непротиво-
речива для всякого µ-совместного множества Data [B].
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для выполнимости Prdct [B]µθ достаточно показать выполни-
мость множества

Γ ® Pr ∪ Dt1, где Dt1 ®
{

D | D ∈ Data [B] и µ (D) = 1
}
,

Pr ®
{

A | (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) ∈ MSRµ
θ, {B1, . . . , Bn} ⊆ Data [B]

}
,

ибо Dt< ® {D | D ∈ Data [B], µ (D) < 1} ⊆ Pr. В самом деле, для каждого D ∈ Data [B]
команда C ® (D ← D) лежит в Rule0,µ

L (ввиду µ-совместности данных). Далее указан-
ное правило обобщается до некоторого C′ ∈ GLawµ

L без потери в условной вероятности:
µ (C′) = µ (D | D) = 1 > µ (D) (это всегда можно сделать). Оценка полученного C′ не мо-
жет быть улучшена, т. е. получено ms-правило, причем его частный случай C предсказы-
вает D. Кроме того, в модели для Γ окажутся реализованными все данные и заключения
импликаций MSRµ

θ с посылками из Data [B] (именно они участвовали в формировании
Pr). Посылка всякого правила MSRµ

θ лежит в Fact∗o. Стало быть, если она не включена в
данные полностью, то найдутся литералы дополнения: такие литералы, что их отрица-
ния принадлежат Data [B], — отсюда посылка рассматриваемого правила будет ложна,
а сама импликация из MSRµ

θ, разумеется, истинна. Поэтому эрбранова модель для Γ

будет моделью исходного Prdct [B]µθ.

Отметим, что Pr ∩ Dt1 = ∅. Действительно, любое D из данных, обладающее свой-
ством µ (D) = 1, нельзя семантически µ-предсказать никаким ms-правилом (при сильной
мотивации), ведь не существует правила с условной вероятностью большей единицы.
Одновременно, коль скоро значение µ (¬D) = 1 − µ (D) = 0 также нельзя увеличить
(для произвольного основного экземпляра (¬D ← D1, . . . , Dm) ∈ Rule0,µ

L будем иметь
µ (¬D | D1 ∧ · · · ∧ Dm) = µ (¬D ∧ D1 ∧ · · · ∧ Dm) /µ (D1 ∧ · · · ∧ Dm) = 0), то и отрицание
D не может попасть в Pr.

Из сказанного вытекает: Γ будет логически совместно, как только совместны (в от-
дельности) Dt1 и Pr. Проверим это. Множество Dt1 непротиворечиво по условию (иначе
бы вероятность данных равнялась нулю). Pr же непротиворечиво в силу леммы 1 и стати-
стической значимости набора Data [B]. Теперь зададим интерпретацию v : A0

L → {0, 1}
согласно инструкции

v (A) 


1, если верно A ∈ Pr либо A ∈ Dt1

0, если верно ¬A ∈ Pr либо ¬A ∈ Dt1

произвольно, на оставшихся атомах.

Значит, существует эрбранова модель для Γ. В итоге множество Prdct [B]µθ выполнимо.
Следовательно, и непротиворечиво. ¤

Замечание. В ходе доказательства леммы и теоремы нам фактически не понадо-
бился п. 3 определения ms-правила, отвечающий за общность. Более того, ежели мы
рассмотрим совокупность правил, удовлетворяющих только первым двум пунктам ms-
определения (для каких-нибудь предсказываемых литералов), а затем соберем все их
основные экземпляры по соответствующим п. 1 подстановкам (см. аналогию с образо-
ванием MSRµ

θ) в одно множество, то последнее будет логически следовать из MSRµ
θ.

Убедимся в этом. Пусть C ® ∀̃ (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) обладает ms.1–2 для H ∈ LL. Тогда
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оно может быть обобщено (без потери в нижней границе µ (·) и при сохранении ms.1–2)
до некоторого ms-правила C′ ® ∀̃ (A′ ← D1 ∧ · · · ∧ Dm). Далее для θ (из ms.1 для C и H)
всегда найдется θ′ такая, что Aθ ≡ A′θ′ и {D1θ

′, . . . , Dmθ′} ⊆ {B1θ, . . . , Bnθ}. Учитывая
равенство µ (C) = µ (Cθ) (следует из выбора θ и ms.2), по построению имеем:

µ
(
C′θ′) > µ

(
C′) > µ (C) = µ (Cθ) > µ (Aθ) = µ

(
A′θ′) ,

откуда C′θ′ ∈ MSRµ
θ, причем C′θ′ < Cθ и выполнено µ (C′θ′) = µ (C′).

◦ Дополнительно: схема предсказания в теореме 1.

Статистическая значимость множества Data [B] означает ненулевую вероятность
конъюнкций посылок ms-экземпляров, предсказывающих на данных, а точнее — правил

Pr′ ®
{
C | C ® (A ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) ∈ MSRµ

θ, {B1, . . . , Bn} ⊆ Data [B]
}

,

так как по монотонности µ
(∧

B∈S′B
)

> µ
(∧

D∈SD
)
, где S′ ⊆ S ⊆ L0

L.
Зафиксируем некоторую нумерацию всех основных атомов сигнатуры Σ и выберем

очередное Ai. Возникает одна из следующих альтернатив:

1) атом Ai семантически µ-предсказывается на данных системы B;
2) литерал ¬Ai семантически µ-предсказывается на данных системы B;
3) ни сам рассматриваемый атом, ни его отрицание не могут быть семантически

µ-предсказаны средствами Prdct [B]µθ.

Случаи (1–3) исчерпывают возможные ситуации и взаимно исключают друг друга.
Очевидно, первый из них (по определению) эквивалентен Ai ∈ Pr, второй равносилен
¬Ai ∈ Pr, а в третьем будут содержаться (в частности) все элементы Dt1 (обозначения
см. в доказательстве теоремы).

5. Универсальная версия ms-теории

Подобно Facto, определенному в третьем разделе, зададим Factv ⊂ AL — атомы (не
обязательно основные), позволяющие проверку в изучаемых нами системах G∗. Естес-
твенно считать, что при этом мы в состоянии верифицировать и фальсифицировать
истинность любых элементов

FactvΘ0 ®
{
Aθ | θ ∈ Θ0, A ∈ Factv

}
.

Как и ранее, мы обозначим Fact∗v ® Factv ∪ {¬A | A ∈ Factv} — замыкание множества
Factv относительно отрицаний.

Пусть C ® ∀̃ (A ← D1 ∧ · · · ∧ Dm) ∈ RuleL. Среди подстановок выделим

Sub [C]µ ®
{
θ ∈ Θ0 | µ (D1θ ∧ · · · ∧ Dmθ) > 0

}
—

те из основных θ, при которых условная вероятность экземпляра Cθ определена.

Определение 9. Привило C ® ∀̃ (A ←
∧n

i=0 Bi) называется максимально специфич-
ным u-правилом (ums-правилом) для предсказания литерала H в том и лишь том слу-
чае, когда выполнены следующие условия:
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(1) найдется подстановка θ (не обязательно основная) такая,
что A ≡ Hθ, {B1, . . . , Bn} ⊆ {Bθ | B ∈ Fact∗v};

(2) если θo ∈ Sub [C]µ, то µ (Cθo) > µ (Hθo);

(3) не существует C′ ∈ Ruleµ
L, для которого верно (1–2) и C @ C′;

(4) правило C нельзя обобщить до некоторого C′ ∈ Ruleµ
L, не потеряв

при этом в значении µ (·) и одновременно сохранив свойства (1–3).

Пусть MSRµ
u — всевозможные ums-правила (пробегая по предсказываемым литералам);

также воспользуемся сокращением «ums.i» для обозначения i-го пункта определения. Те-
перь Data [B] суть максимальное непротиворечивое подмножество полного набора аль-
тернатив для Facto  FactvΘ0.

Prdct [B]µu  MSRµ
u ∪ Data [B] .

Теорема 2 (о непротиворечивости универсальной ms-теории). Теория Prdct [B]µu логи-
чески непротиворечива для всякого µ-совместного Data [B].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим множество основных экземпляров

∆ = {Cθδ | C ∈ MSRµ
u , θδ ∈ Sub [C]µ} .

Убедимся, что все его элементы удовлетворяют пунктам ms.1–2 (например, для пред-
сказания соответствующих заключений), где в качестве Facto используется FactvΘ0.
Действительно, пусть Cδ ® (H ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) ∈ ∆. Это означает Cδ = Cθδ (и, в част-
ности, C < Cδ), где C ∈ MSRµ

u , причем в силу ums.1–2:

{B1, . . . , Bn} ⊆ Fact∗o, µ (Cδ) = µ (Cθδ) > µ (Hθδ) = µ (H) ,

т. е. для Cδ выполнено ms.1 при предсказании литерала H. Наличие ms.2 докажем «от
противного». Если найдется C′

δ A Cδ, сохраняющее п. 1 определения ms-правила для
H, то мы бы уточнили исходное ums-правило C (C < Cδ Â C′

δ) со строгим увеличением
нижней оценки: µ (C) 6 µ (Cδ) < µ (C′

δ). Сказанное вступает в противоречие с п. 3
ums-правил, так как требования ums.1–2 совпадут с ms.1 для основного C′

δ.
С учетом замечания к теореме 1 получаем: MSRµ

θ ∪ Data [B] ² ∆′, где ∆′ ® ∆ ∪
∪ Data [B]. Отметим, в любой модели ∆′ реализуются все данные, а значит, и те ос-
новные случаи правил MSRµ

u , для которых условная вероятность не определена (ибо их
посылки с необходимостью не могут содержаться полностью в Data [B], т. е. ложны в
модели). Таким образом, из теоремы 1 вытекает выполнимость

Γ ®
{
Cθδ | C ∈ MSRµ

u, θδ ∈ Θ0
}
∪ Data [B] .

В итоге существует эрбранова модель для Prdct [B]µu , поэтому указанное множество и
будет непротиворечиво. ¤
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6. Несколько непротиворечивых модификаций

Уберем требование «µ (Cθ) > µ (Hθ)» из п. 1 определения ms-правила для предска-
зания H ∈ LL. Список получившихся характеристик для C и H обозначим как wms.1–3;
определенное в результате множество правил есть слабые ms-правила (wms-правила),
или слабо мотивированные ms-правила для H. Пусть WMSµ

θ — соответствующая им со-
вокупность основных экземпляров (по всем литералам; задается по аналогии с MSRµ

θ).

Лемма 2 (об уровне доверия 1 − ε). Допустим, Cpos ® (H ← B1 ∧ · · · ∧ Bn) ∈ WMSµ
θ и

Cneg ® (¬H ← D1 ∧ · · · ∧Dm) ∈ WMSµ
θ, причем вероятность конъюнкции посылок Cpos и

Cneg не равна нулю. Тогда, если в первом случае для оценки справедливо µ (Cpos) > 1−ε,
то во втором случае реализуется неравенство µ (Cneg) 6 ε.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По определению Cpos и Cneg являются основными случаями
некоторых wms-правил C1 и C2 соответственно (для подстановок, удовлетворяющих
wms.1). Как и в лемме 1, нетрудно показать равенства µ (Cpos) = µ (C1) и µ (Cneg) =
= µ (C2). Заметим, свойства µ (Cpos) > µ (H) и µ (Cneg) > µ (¬H), отвечающие за силь-
ную мотивацию, используются в доказательстве леммы 1 исключительно на заверша-
ющем этапе (получения противоречия); предшествующие же рассуждения проводятся
в актуальном для нас предположении µ-совместности посылок Cpos и Cneg. Осталось
понять, что

1 = µ (H | B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D1 ∧ · · · ∧ Dm)+
+ µ (¬H | B1 ∧ · · · ∧ Bn ∧ D1 ∧ · · · ∧ Dm) = µ (Cpos) + µ (Cneg) =

= µ (C1) + µ (C2) > 1 − ε + µ (C2),

поэтому

µ (Cneg) = µ (C2) 6 1 − (1 − ε) = ε. ¤

εPrdct [B]µθ 
{
C | C ∈ WMSµ

θ, µ (C) > 1 − ε
}
∪ Data [B], где ε < 1

2 .

Теорема 3 (о непротиворечивости wms-теории уровня 1 − ε). Теория εPrdct [B]µθ логи-
чески непротиворечива для всякого µ-совместного множества Data [B].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Находясь в условиях леммы 1: если µ (Cpos) > 1−ε > 1
2 , то верно

и µ (Cneg) 6 ε < 1
2 ; таким образом, wms-предсказания H и ¬H (для H ∈ L0

L) при уровне
доверия ε < 1

2 взаимно исключают друг друга. Дальнейшие рассуждения проводятся в
духе доказательства теоремы 1. ¤

Имея Factv, обратимся к ослабленной версии ums-правил (см. п. 5): исключим пункт
ums.2 для H ∈ LL (точнее говоря, заменим его на условие, тождественно выполненное
при любом C ∈ RuleL). В итоге нами будут определены слабые ums-правила для пред-
сказания H. Совокупность последних (объединенную по всевозможным литералам) обо-
значим WMSµ

u .

εPrdct [B]µu 
{
C | C ∈ WMSµ

u , µ (C) > 1 − ε
}
∪ Data [B], где ε < 1

2 .
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Теорема 4 (о непротиворечивости wums-теории уровня 1 − ε). Теория εPrdct [B]µu ло-
гически непротиворечива для всякого µ-совместного множества Data [B].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нужно лишь убедиться, что замечание к теореме 1 остается
справедливо в ситуации слабого µ-предсказания уровня 1 − ε (остальное будет анало-
гично доказательству теоремы 2). Рассмотрим произвольное правило C, для которого
выполнены п. 1–2 wms-определения. Пусть θ — какая-нибудь основная подстановка, удо-
влетворяющая wms.1 для C и предсказываемого им литерала, причем µ (Cθ) > 1 − ε.
Теперь, действуя как и в упомянутом замечании, находим wms-правило C′ и θ′ ∈ Θ0

такие, что C′θ′ ∈ WMSµ
θ, а C′θ′ < Cθ. При этом µ (C′θ′) > µ (Cθ) > 1− ε; следовательно,

C′θ′ лежит в множестве εPrdct [B]µθ \ Data [B]. ¤

Замечание. Пусть TL,6d ⊆ TL — термы, в записи которых встречается не более
d ∈ N вхождений функциональных символов Σ. Далее можно определить множества
подстановок, формул и правил, построенных при участии лишь элементов TL,6d. Кроме
того, все использованные в работе конструкции преобразуются естественным образом;
в частности, оценка µ (·) для правила будет вычисляться лишь относительно конечного
числа допустимых подстановок основных термов [2]. Нетрудно видеть, мы не выйдем
за пределы некоторой фиксированной глубины d в ходе размышлений. Иными словами,
все приведенные нами выше леммы и теоремы можно переформулировать и доказать
для ситуации с глубиной, ограниченной сверху числом d.

Заключение

Индукция — крайне важный аспект научного объяснения того или иного эмпири-
чески наблюдаемого феномена; между тем статистика обеспечивает необходимый мост
между экспериментальными данными и их теоретической (математизированной) специ-
фикацией. Приведенное в статье требование максимальной специфичности и его моди-
фикации позволяют избежать проблемы статистической двусмысленности при работе
с индуктивно произведенным знанием, причем сказанное касается как теорий пропо-
зиционального сорта, так и теорий универсальных формул. Сопутствующие теоремы
не только демонстрируют решение немаловажного философского вопроса с помощью
современного логико-вероятностного аппарата, но и обосновывают, в каком ключе бу-
дет корректно использовать индуктивно-статистическую аргументацию на практике при
формировании синтаксических систем для наблюдаемых физических, биологических,
социологических и прочих явлений.
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