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С ФИЛЬТРАМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Исследуется математическая модель системы частотно-фазовой автоподстройки с фильтра-
ми первого порядка в цепях управления. Получены критерии глобальной устойчивости и усло-
вия существования предельного цикла второго рода. На примере системы с коэффициентами
передачи фильтров нижних частот первого порядка показано влияние частотного кольца на
глобальную устойчивость.
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Введение

В работе изучается вопрос глобальной асимптотической устойчивости системы час-
тотно-фазовой автоподстройки (ЧФАП) [1–3], что соответствует режиму синхронизации
системы. Для синхронного режима разность частот эталонного и управляемого колеба-
ний равна нулю, а разность фаз приближается к постоянному значению. Условия гло-
бальной устойчивости системы определяют область начальных расстроек генераторов,
в которой при любых начальных условиях устанавливается режим синхронизации. На-
хождение условий синхронного режима связано с исследованием асинхронных режимов,
особенностью которых является нарастание разности фаз. Среди асинхронных режимов
выделяют вращательный режим, соответствующий предельному циклу второго рода.
Вращательный режим представляет интерес, так как он предшествует режиму синхро-
низации. Известно, что добавление частотного кольца в систему фазовой автоподстрой-
ки приводит к увеличению области параметров системы для режимов синхронизации
[3–6]. Среди результатов исследования, полученных качественночисленными методами
[3–5], следует отметить применение метода нелокального сведения для системы ЧФАП,
предложенное в работах [7–8]. В настоящей работе рассматривается система ЧФАП с
коэффициентами передачи фильтров нижних частот первого порядка. На основе метода
нелокального сведения [7–8] получены условия глобальной устойчивости и условия су-
ществования предельного цикла второго рода. Рассмотрено влияние частотного кольца
на область параметров для режимов синхронизации.

1. Модель системы частотно-фазовой автоподстройки

Динамика системы частотно-фазовой автоподстройки описывается дифференциаль-
ным уравнением вида [1–2]

pσ(t) + Ω1K1(p)F1 (σ(t)) + Ω2K2(p)F2 (pσ(t)) = Ω0, (1)
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где p = d/dt — оператор дифференцирования; σ(t) — разность фаз эталонного и подстра-
иваемого генераторов; Ω1 — полоса удержания фазового кольца; Ω2 — полоса удержания
частотного кольца; K1(p) и K2(p) — коэффициенты передачи фильтров нижних частот
в фазовой и частотных цепях управления; F1(σ) и F2(pσ) — характеристики фазового
и частотного детекторов; Ω0 — начальная расстройка. Перейдем в уравнении (1) к но-
вому времени τ = Ω1t. В случае дробно-рациональных фильтров K1 (p) = (A0p

2 + A1p+
+A2)/(B0p

2 + B1p + B2), K2 (p) = (D1p + D2)/(B0p
2 + B1p + B2) и характеристики

частотного детектора F2 (pσ) = (2βpσ)/(1 + (βpσ)2) (β-расстройка по частоте, при ко-
торой напряжение на выходе частотного детектора максимально), заменой переменных
σ̇ = x2 + ρϕ(σ), ẋ2 = x1 − Γϕ(σ) − δ1f (σ̇), ϕ(σ) = F1 (σ) − γ, γ = (Ω0B2)/(Ω1A2),
f (σ̇) = (2αβσ̇)/(1 + β2 (σ̇)2), α = Ω2Ω−1

1 , ρ = A0B
−1
0 , δ1 = D1B

−1
0 , Γ = A1B

−1
0 + B1B

−1
0 ρ

уравнение (1) приводится к системе дифференциальных уравнений

ẋ = Ax + bϕ(σ) + d
2αβ

(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

,

σ̇ = cT x + ρϕ(σ), (2)

где x ∈ R2, c =
(

0
1

)
, A =

(
−a1 −a2

1 0

)
, a1 = B1B

−1
0 , a2 = B2B

−1
0 , b =

( ν

−Γ

)
, ρ = −A0B

−1
0 ,

Γ = A1B
−1
0 + B1B

−1
0 ρ, ν = ΓB1B

−1
0 − ρB2B

−1
0 − A2B

−1
0 , d =

(
δ2

−δ1

)
, δ1 = D1B

−1
0 ,

δ2 = −D2B
−1
0 + B1D1B

−2
0 . Система (2) рассматривается в случае, когда ϕ(σ) явля-

ется непрерывно дифференцируемой и ∆-периодической функцией. Система (2) имеет
цилиндрическое фазовое пространство. Если для системы (2) выполняются соотноше-
ния ρ 6= 0, det

(
A − ρ−1bcT

)
6= 0, то стационарные точки системы (2) определяются

нулями функции ϕ (σ). Пусть функция ϕ(σ) имеет m нулей на периоде, ϕ (σi) = 0,
σi ∈ [0; ∆), i = 1, m, тогда стационарными точками системы (2) являются точки вида
Ai,k (0, 0, σi + ∆k), i = 1, m, k ∈ Z.

Перейдем в уравнении (1) к новому времени τ = Ω1t и рассмотрим уравнение (1)
с коэффициентами передачи фильтров нижних частот K1 (p) = (p + a)−1, K2 (p) =
= (gp + a)−1, характеристикой фазового детектора F1 (σ) = sinσ, характеристикой
частотного детектора F2 (σ̇) = (2aβ0σ̇)/(1 + (aβ0σ̇)2). Заменой переменных σ̇ = x1 + x2,
ẋ1 = −ax1 − ϕ(σ), ẋ2 = −ag−1x2 − g−1ψ (σ̇), где ϕ(σ) = sin σ − γ, γ = aΩ0Ω−1

1 ,
ψ (σ̇) = (2b0aβ0σ̇)/(1 + (aβ0σ̇)2), b0 = Ω2Ω−1

1 , уравнение (1) сводится к системе

ẋ = Ax + bϕ(σ) + d
2αβcT x

1 + β2 (cT x)2
, σ̇ = cT x, (3)

для которой A =
(

−a 0

0 −ag−1

)
, b =

(
−1
0

)
, c =

(
1
1

)
, d =

(
0

−g−1

)
, α = b0, β = aβ0.

Пусть функция ϕ(σ) имеет m нулей на периоде, ϕ (σi) = 0, σi ∈ [0; ∆), i = 1, m, тогда
стационарными точками системы (2) являются точки вида Ai,k (0, 0, σi + ∆k), i = 1, m,
k ∈ Z. Система (3) рассматриваемого вида изучалась в работах [3–6] в которых получены
условия глобальной устойчивости.
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2. Предельные циклы второго рода
системы частотно-фазовой автоподстройки

Определение [7]. Решение z (t, z0) =
(

x(t, x0)

σ(t, σ0)

)
системы (2) называется предельным

циклом второго рода, если существует τ > 0, целое число j 6= 0, такие, что σ (t + τ, σ0) =
= σ (t, σ0) + ∆j, x (t, x0) = x (t + τ, x0).

Для системы (2) получены условия существования предельного цикла второго ро-
да, содержащиеся в теоремах 1, 2. Наличие у системы (2) предельного цикла второго
рода означает, что система ФАПЧ имеет вращательный режим, и система (2) является
неустойчивой.

Теорема 1. Пусть для системы (2) выполнены условия:
1) матрица A — гурвицева;
2) cT b = −Γ < 0, cT A = lT , cT d = −δ1 < 0, lT b = ν, lT d = δ2, lT A = −a1l

T − a2c
T ,

ρ ≤ 0, rang ‖c, l‖ = 2;
3) γ1 = ν

Γa1 − ν2

Γ2 − a2 ≥ 0, γ2 = δ2 − νδ1
Γ ≥ 0, γ2

1 + γ2
2 > 0;

4) система уравнений

ẏ = −λ1y − ϕ(σ) − 2sλr (y − kϕ(σ))
1 + (λr)2 (y − kϕ(σ))2

,

σ̇ = y − kϕ(σ) (4)

при λ1 > νΓ−3/2, λ = νΓ−3/2, r = Γ2βν−1, s = αδ1Γ−1, k = −ρΓ−1/2 имеет предельный
цикл второго рода F (σ) > 0, F (σ) − kϕ (σ) > 0 для любого σ ∈ (−∞; +∞);

тогда система (2) имеет предельный цикл второго рода.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим функции V1(z) = cT x−
√

ΓF (σ), где F (σ) — предель-
ный цикл второго рода системы уравнений (4), V2(z) = lT x + νΓ−1cT x, z = colon(x, σ).
Пусть Ω1 = { z : V1 (z) ≥ 0}, Ω2 = { z : V2 (z) ≥ 0}, Ω = Ω1 ∩ Ω2, тогда граница мно-
жества Ω имеет вид ∂Ω = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2, где ∂Ω1 = { z : V1 (z) = 0, V2 (z) ≥ 0 }, ∂Ω2 =
= {z : V1 (z) ≥ 0, V2 (z) = 0 }. Если z ∈ ∂Ω1, то выполняются соотношения:

cT x =
√

ΓF (σ), (5)

lT x + νΓ−1cT x ≥ 0. (6)

Используя условия 2, 4 теоремы 1, соотношения (5), (6), найдем производную функции
V1 (z) в силу системы (2) на множестве ∂Ω1

V̇1 (z) = lT x − Γϕ (σ) −
2αβδ1

(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

−
√

Γ
dF (σ)

dσ

(
cT x + ρϕ(σ)

)
≥

≥ − ν√
Γ

F (σ) − Γϕ(σ) − 2αβ
δ1

√
Γ (F (σ) − kϕ (σ))

1 + β2Γ (F (σ) − kϕ(σ))2
− Γ

dF (σ)
dσ

(F (σ) − kϕ(σ)) =

= ΓF (σ)
(

λ1 −
ν

Γ
√

Γ

)
+

2β
√

Γ (F (σ) − kϕ(σ))
1 + β2Γ (F (σ) − kϕ (σ))2

(sΓ − αδ1) > 0. (7)

Рассмотрим границу ∂Ω2 =
{

z : lT x + νΓ−1cT x = 0, V1 (z) ≥ 0
}
. Еслиz ∈ ∂Ω2, то вы-

полняются соотношения
cT x ≥

√
ΓF (σ), (8)
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lT x = −νΓ−1cT x. (9)

Используя условия 2, 3, 4 теоремы 1, соотношения (8), (9), найдем производную функции
V2 (z) в силу системы (2) на множестве ∂Ω2

V̇2 (z) = −a1l
T x − a2c

T x + νϕ (σ) +
2αβδ2

(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

−

−
2ναβδ1

(
cT x + ρϕ(σ)

)
Γ

(
1 + β2 (cT x + ρϕ (σ))2

) +
ν

Γ
lT x − νϕ (σ) =

=
(

ν

Γ
a1 −

ν2

Γ2
− a2

)
cT x +

2αβ
(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

(
δ2 −

νδ1

Γ

)
> 0. (10)

Из неравенств (7), (10) следует, что множество Ω положительно инвариантно. Пусть
ΩR =

{
z : W (z) = xT Hx − R2 ≤ 0

}
, H = HT > 0-решение матричного уравнения Ля-

пунова (A + µI)T H + H (A + µI) = −I, µ > 0. В силу условия 1 теоремы 1 такое реше-
ние существует. Производная функции W (z) в силу системы (2) на множестве ∂ΩR =
= {z : W (z) = 0} удовлетворяет неравенству

Ẇ (z) ≤ −2µR2 + 2
∣∣xT Hd

∣∣ ∣∣∣∣ 2αβ
(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

∣∣∣∣ + 2
∣∣xT Hbϕ(σ)

∣∣ ≤
≤ −2µR2 + 2

∣∣xT Hd
∣∣ α + +2

∣∣xT Hbϕ(σ)
∣∣ . (11)

Используя соотношение (11), получим, что при достаточно большом значении R мно-
жества ΩR, Ω ∩ ΩR являются положительно инвариантными. Рассмотрим множества
G = Ω ∩ ΩR ∩ P0, P0 = {z : σ = 0}, P∆ = {z : σ = ∆}, Ḡ = P∆ ∩ Ω ∩ ΩR. В силу соот-
ношения (8) и условия 4 теоремы 1, получим, что для любого z ∈ Ω ∩ ΩR выполняется
неравенство σ̇ = cT x + ρϕ(σ) ≥

√
ΓF (σ) + ρϕ (σ) =

√
Γ (F (σ) − kϕ (σ)) > 0. Система (2)

не имеет стационарных точек, содержащихся во множестве Ω ∩ΩR. В силу неравенства
F (σ) − kϕ (σ) > 0 для σ ∈ [0; ∆] получим, что любая траектория (x (t) , σ (t)), начина-
ющаяся при t = 0 на множестве G, попадает через конечное время tx на множество Ḡ.
Введем отображение G в Ḡ соотношением: T (x, 0) = (x (tx) , ∆)[7]. Пусть S — отобра-
жение сдвига фазового пространства [7], определенное равенством S (x, σ) = (x, σ − ∆).
Таким образом, ST — непрерывное отображение множества G в себя. Множество G

является ограниченным, выпуклым и замкнутым. В силу теоремы Брауэра [7. C. 92],
отображение ST имеет неподвижную точку (x0, 0) во множестве G. Из определения
отображений T и S для решения с начальным условием (x0, 0) вытекают равенства
x (tx0) = x0, σ (tx0) = ∆. Система (2) имеет предельный цикл второго рода, содержа-
щийся во множестве Ω ∩ ΩR.

Теорема 2. Пусть для системы (2) выполнено условие 2 теоремы 1 и справедливы
утверждения:

1) γ1 = ν
Γa1 − ν2

Γ2 − a2 ≤ 0, γ2 = δ2 − νδ1
Γ ≤ 0, γ3 = a1 − ν

Γ > 0, γ2
1 + γ2

2 > 0;
2) система уравнений (4) при λ1 < νΓ−3/2, λ = νΓ−3/2, r = Γ2βν−1, s = αδ1Γ−1, k =

= −ρΓ−1/2 имеет предельный цикл второго рода F (σ) > 0 для любого σ ∈ (−∞; +∞),
max

σ
F (σ) = M1;
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3) система уравнений (4) при λ1 = λ̄1 > νΓ−3/2, λ = νΓ−3/2, r = Γ2βν−1, s =
= αδ1Γ−1, k = −ρΓ−1/2 имеет предельный цикл второго рода F0(σ) > 0, F (σ) > F0(σ),
F0(σ)−kϕ(σ) ≥ m2 > 0 для любого σ ∈ (−∞; +∞), min

σ
F0(σ) = m0, min

σ
ϕ(σ) = −m < 0;

4) −γ1

√
ΓM1 − 2αβγ2

√
Γ(M1+km)

1+β2m2
2Γ

< γ3Γm0

(
λ̄1 − νΓ−3/2

)
;

тогда система (2) имеет предельный цикл второго рода.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим функции V1 (z) = cT x −
√

ΓF (σ), W1 (z) = cT x−
−
√

ΓF0(σ), где F0(σ) — предельный цикл второго рода системы уравнений (4), V2 (z) =
= lT x+νΓ−1cT x. Пусть Ω = {z : V1 (z) ≤ 0, W1 (z) ≥ 0, −r1 ≤ V2 (z) ≤ 0, r1 > 0}, тогда
граница множества Ω имеет вид ∂Ω = ∂Ω1 ∪∂Ω2 ∪∂Ω3 ∪∂Ω4, где ∂Ω1 = {z : V1 (z) = 0,

−r1 ≤ V2 (z) ≤ 0}, ∂Ω2 = {z : V1 (z) ≤ 0,W1 (z) ≥ 0, V2 (z) = 0}, ∂Ω3 = {z : V1 (z) ≤ 0,

W1 (z) ≥ 0, V2 (z) = −r1}, ∂Ω4 = {z : W1 (z) = 0,−r1 ≤ V2 (z) ≤ 0}. Если z ∈ ∂Ω1, то вы-
полняются соотношения

cT x =
√

ΓF (σ), (12)

lT x + νΓ−1cT x ≤ 0. (13)

Используя условие 2 теоремы 1, условие 2 теоремы 2 и соотношения (12), (13), найдем
производную функции V1 (z) в силу системы (2) на множестве ∂Ω1:

V̇1 (z) = lT x − Γϕ (σ) −
2αβδ1

(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

−
√

Γ
dF (σ)

dσ

(
cT x + ρϕ(σ)

)
≤

≤ −F (σ)
ν√
Γ
− Γϕ(σ) − 2αβ

δ1

√
Γ (F (σ) − kϕ (σ))

1 + β2Γ (F (σ) − kϕ(σ))2
− Γ

dF (σ)
dσ

(F (σ) − kϕ(σ)) =

= ΓF (σ)
(
λ1 − νΓ−3/2

)
+

2β
√

Γ (F (σ) − kϕ(σ))
1 + β2Γ (F (σ) − kϕ (σ))2

(sΓ − αδ1) < 0. (14)

Рассмотрим границу ∂Ω2. Пусть z ∈ ∂Ω2, тогда справедливы соотношения

√
ΓF0(σ) ≤ cT x ≤

√
ΓF (σ), (15)

lT x = −νΓ−1cT x. (16)

В силу условия 2 теоремы 1, условия 1 теоремы 2 и соотношений (15), (16) производная
функции V2 (z) в силу системы (2) на множестве ∂Ω2 удовлетворяет неравенству

V̇2 (z) = −a1l
T x − a2c

T x + νϕ (σ) +
2αβδ2

(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

−

−
2ναβδ1

(
cT x + ρϕ(σ)

)
Γ

(
1 + β2 (cT x + ρϕ (σ))2

) +
ν

Γ
lT x − νϕ (σ) =

=
(

ν

Γ
a1 −

ν2

Γ2
− a2

)
cT x +

2αβ
(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

(
δ2 −

νδ1

Γ

)
< 0. (17)

Для границы ∂Ω3 возьмем значение r1, удовлетворяющее неравенству

γ−1
3

(
−γ1

√
ΓM1 −

2αβγ2

√
Γ (M1 + km)

1 + β2m2
2Γ

)
< r1 < Γm0

(
λ̄1 − νΓ−3/2

)
. (18)
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В силу условия 4 теоремы 2 такое r1 существует. Если z ∈ ∂Ω3, то выполняется нера-
венство (15) и справедливо соотношение

lT x + νΓ−1cT x = −r1. (19)

Используя условие 2 теоремы 1, условие 1 теоремы 2 и соотношения (15), (18), (19),
найдем производную функции V2 (z) в силу системы (2) на множестве ∂Ω3:

V̇2 (z) =
(

ν

Γ
a1 −

ν2

Γ2
− a2

)
cT x +

+
(
a1 −

ν

Γ

)
r1 +

2αβ
(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

(
δ2 −

νδ1

Γ

)
≥

≥
√

Γγ1M1 + γ3r1 +
2αβγ2

√
Γ (M1 + km)

1 + β2m2
2Γ

> 0. (20)

Рассмотрим границу ∂Ω4. Пусть z ∈ ∂Ω4, тогда справедливы соотношения

cT x =
√

ΓF0(σ), (21)

−r1 ≤ lT x + νΓ−1cT x ≤ 0. (22)

В силу условия 3 теоремы 2 и соотношений (18), (21), (22) производная функции W1 (z)
в силу системы (2) на множестве ∂Ω4 удовлетворяет неравенству

Ẇ1 (z) = lT x − Γϕ (σ) −
2αβδ1

(
cT x + ρϕ(σ)

)
1 + β2 (cT x + ρϕ(σ))2

−

−
√

Γ
dF0 (σ)

dσ

(
cT x + ρϕ (σ)

)
≥ −r1 −

ν

Γ

√
ΓF0 (σ) − Γϕ(σ) −

− 2αβδ1

√
Γ (F0(σ) − kϕ(σ))

1 + β2Γ (F0 (σ) − kϕ(σ))2
− Γ

dF0(σ)
dσ

(F0 (σ) − kϕ(σ)) =

= −r1 + Γ
(

λ̄1 −
ν

Γ
√

Γ

)
F0(σ) + 2β (sΓ − αδ1)

√
Γ (F0(σ) − kϕ(σ))

1 + β2Γ (F0(σ) − kϕ(σ))2
> 0. (23)

Из неравенств (14), (17), (20), (23) следует, что множество Ω — положительно инва-
риантно. В силу условия rang ‖c, l‖ = 2 получим, что множество Ω — ограничено при
фиксированном значении σ. Повторяя для множеств G = Ω ∩ P0, P0 = {z : σ = 0},
P∆ = {z : σ = ∆}, Ḡ = P∆ ∩ Ω рассуждения, проведенные в теореме 1, получим, что во
множестве Ω содержится предельный цикл второго рода.

В условиях теорем 1, 2 одним из требований к системе (2) является выполнение усло-
вия 2 теоремы 1. Для проверки условия 2 теоремы 1 необходимо найти вектор l = AT c,
если rang ‖c, l‖ = 2, то система линейных уравнений lT A = −a1l

T − a2c
T имеет решение

относительно неизвестных a1, a2. Выполнение условия rang ‖c, l‖ = 2 обеспечивает огра-
ничение det A 6= 0. После определения значений a1, a2 находится величина γ1 из условия
3 теоремы 1. В зависимости от знака γ1 будет выполняться условие 3 теоремы 1 или
условие 1 теоремы 2. Коэффициенты системы (4) определяются параметрами изучаемой
системы (2). Для проверки условия 4 теоремы 1 и условий 2, 3, 4 теоремы 2 целесооб-
разно использовать методы исследования систем дифференциальных уравнений второго
порядка, содержащиеся в работах [3; 4; 7].
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3. Глобальная устойчивость системы частотно-фазовой автоподстройки

Для системы (3) получены условия глобальной устойчивости, которые позволяют
определить полосу захвата системы ЧФАП.

Теорема 3. Пусть для системы (3) существуют положительные значения ε, h, ν, s, ε0

для которых справедливы утверждения:
1) τ2

1 = a (1 − ε) > 0, τ2 = ag−1 (g − 1), τ2
3 = hag−1 (1 − εg) > 0;

2) r2
1 = εa − ν2a2

(
4τ2

1

)−1
> 0, hr2

1 + τ2
3 − τ2

2

(
4r2

1

)−1 ≥ 0;
3) ε2

1 = a
(
1 − ε + 2b0β0g

−1
)
, ε2 = −a

(
g−1 − 1 + 2hb0β0g

−1
)
, (ν + 2sβ0)

2 < 4εa−1×
×

(
ε2
1 − ε2

2(4τ
2
3)

−1
)
;

4) система уравнений

ẏ = −λy − ϕ(σ) − 2sβy

1 + β2y2
, σ̇ = y, (24)

где λ = νa, β = aβ0, ϕ(σ2) = 0, ϕ̇(σ2) < 0,
∆∫
0

ϕ(ξ) dξ < 0, имеет решение (F (σ (t)) , σ (t))
для которого F (σ2) = 0, σ2 ∈ (−∞; +∞) , F (σ) > 0 при σ ∈ (−∞; σ2) , lim

σ→−∞
F (σ) =

= +∞;
5) (1 − gε0) (1 − ε0) > 0; 1 − 1−g

2(1−gε0) −
(1−g)2

8g(1−gε0)2(1−ε0)
≥ 0;

тогда система (3) глобально асимптотически устойчива.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть H =
(

1 1
1 1+h

)
, q =

(
0
1

)
, µ = εa, тогда выполняются соот-

ношения:

(A + µI)T H + H (A + µI) = −L1 − 2τ2
1cc

T + τ2

(
cqT + qcT

)
− 2τ2

3qq
T , (25)(

A + 2ab0β0dcT + µI
)T

H + H
(
A + 2ab0β0dcT + µI

)
=

= −L2 − 2ε2
1cc

T + ε2

(
cqT + qcT

)
− 2τ2

3qq
T , (26)

Hb = −c, (27)

где L1 ≥ 0, L2 ≥ 0,cT b = −1, H = HT > 0, H − ccT − hqqT ≥ 0.
Рассмотрим функцию V1 (z) = xT Hx − F 2 (σ), где F (σ) удовлетворяет условию 4

теоремы 3. Пусть Ω1 =
{
z : xT Hx ≤ F 2 (σ) , σ ≤ σ2 + k∆, k ∈ N

}
, тогда из условия H−

−ccT − hqqT ≥ 0 получим, что если z ∈ Ω1, то выполняется неравенство(
cT x

)2
+ h

(
qT x

)2 ≤ F 2(σ). (28)

Используя условия 1, 2, 3, 4 теоремы 3 и соотношения (25), (26), (27), (28), найдем про-
изводную функции V1 (z) в силу системы (3) на множестве ∂Ω1 =

{
z : xT Hx = F 2(σ),

σ ≤ σ2 + k∆, k ∈ N}:

V̇1 (z) ≤ 1

1 + β2 (cT x)2
(
β2

(
cT x

)2
xT

(
AT H + HA

)
x + xT

((
A + 2αβdcT

)T
H+

+H
(
A + 2αβdcT

))
x + 2cT xF (σ)

(
1 + β2

(
cT x

)2
)

λ + 4
∣∣cT x

∣∣ F (σ)βs
)
≤

≤ −
2β2

(
cT x

)2

1 + β2 (cT x)2
((

r1

∣∣cT x
∣∣ − |τ2|

2r1

∣∣qT x
∣∣)2

+
(
qT x

)2
(
hr2

1 + τ2
3 −

τ2
2

4r2
1

))
−



Динамика системы частотно-фазовой автоподстройки частоты 77

−
((√

µF (σ) −
(
λ + 2sβ

)
2
√

µ

∣∣cT x
∣∣)2

+
(
cT x

)2
((

λ + 2sβ
)2

4µ
+

ε2
2

4τ2
3

− ε2
1

))
×

× 2

1 + β2 (cT x)2
≤ 0 . (29)

Из соотношения (29) получим, что множество Ω1 является положительно инвариант-
ным.

Пусть ΩR =
{

z : W0 (z) = xT H0x − R2 ≤ 0
}
, H0 = HT

0 > 0 — решение матричного
уравнения Ляпунова (A + µ0I)T H0 + H0 (A + µ0I) = −I, µ0 > 0, тогда в силу соотно-
шения (11) получим, что при достаточно большом значении R, множество ΩR является
положительно инвариантным.

Если H1 =
(

1 1
1 1+h1

)
, h1 = (1−g)2

4g(1−gε0)(1−ε0) > 0, µ1 = ε0a, то в силу условия 5 теоремы 3
выполняются соотношения (25), (26), (27) при τ1 = τ2 = τ3 = ε1 = ε2 = 0, µ = µ1,

H = H1. Рассмотрим функцию W (z) = xT H1x + 2
σ∫

σ2

ϕ (ξ) dξ. Используя условие 4

теоремы 3 и соотношения (25), (26), (27), найдем производную функции W (z) в силу
системы (3):

Ẇ (z) = xT
(
AT H1 + H1A

)
x + 2xT H1bϕ(σ) +

+
2αβ

1 + β2
(
cT x

)2 xT
(
cdT H1 + H1dcT

)
x + cT x2ϕ(σ) =

=
1

1 + β2(cT x)2
(
β2(cT x)2xT

(
AT H1 + H1A

)
x +

+ xT
((

A + 2αβdcT
)T

H1 + H1

(
A + 2αβdcT

))
x
)
≤

≤ 1
1 + β2(cT x)2

(
−2µ1β

2(cT x)2xT H1x − 2µ1x
T H1x

)
≤ 0. (30)

Из соотношения (30) и того, что H1 > 0, следует, что множество Q =
{
z : Ẇ (z) = 0

}
не содержит целых траекторий.

Рассмотрим множество Ω3 =
{
z | xT H1x ≤ −2

σ∫
σ2

ϕ(ξ) dξ, σ ≥ σ2

}
. В силу соотноше-

ния (30) множество Ω3 является положительно инвариантным. Из условий ϕ (σ2) = 0,
1
∆

∆∫
0

ϕ (ξ) dξ < 0, ϕ̇ (σ2) < 0 получим, что −lim
σ→+∞

2
σ∫

σ2

ϕ (ξ) dξ = +∞. Следовательно, су-

ществует σ3 ∈ (σ2; +∞), для которого выполняется соотношение R2 = −2
σ3∫
σ2

ϕ (ξ) dξ. Из

условия 4 теоремы 3 следует существование функции F (σ), для которой выполняются
соотношения F (σ2) = 0, lim

σ→−∞
F (σ) = +∞. Следовательно, существует σ4 ∈ (−∞; σ2),

для которого F (σ4) = R. Пусть k ∈ N такое, что σ4+k∆ > σ3, Fk(σ) — решение системы
(24), для которого Fk (σ2 + k∆) = 0, lim

σ→−∞
Fk (σ) = +∞, тогда в силу цилиндричности

фазового пространства системы (24) получим, что Fk (σ4 + k∆) = R. Рассмотрим мно-
жество Ω4 =

{
z | xT Hx ≤ Fk(σ), σ ≤ σ2+k∆

}
. Из соотношения (29) следует, что множе-

ство Ω4 положительно инвариантно. Множество Ω = Ω4 ∩ ΩR ∩ Ω3 — положительно ин-

вариантно и ограничено. Множество Q =
{
z : Ẇ (z) = 0, W (z) = xT H1x + 2

σ∫
σ2

ϕ(ξ) dξ
}

не содержит целых траекторий системы (3). Из леммы 2.3.1 [8] будет следовать дихо-
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томичность системы (3). Множество Ω является положительно инвариантным и огра-
ниченным при достаточно большом значении R, следовательно, система (3) является
глобально асимптотически устойчивой.

Условия 1, 2, 3 теоремы 3 являются условиями разрешимости матричных уравнений
(25), (26), (27). Уравнения (25), (26) являются матричными уравнениями Ляпунова [8].
Для определения условий разрешимости и нахождения решения матричных уравнений
(25), (26) были использованы результаты работы [9]. Проверка условия 4 теоремы 3
сводится к анализу системы дифференциальных уравнений второго порядка (24), со-
держащемуся в работе [3].

4. Результаты моделирования

Рассмотрим систему (3) в случае g > 1. Для условий 1, 2, 3 теоремы 3 возьмем
значение h = g−1

2b0β0
> 0, получим, что если существуют ε, ν, s, для которых выполнены

неравенства

ε < g−1, ν2 < 4ε (1 − ε) , (ν + 2sβ0)
2 < 4ε

(
1 − ε + 2b0β0g

−1
)
,(

ε − ν2

4 (1 − ε)

)2

+
(1 − εg)

g

(
ε − ν2

4 (1 − ε)

)
− 2b0β0 (g − 1)

4g2
≥ 0, (31)

то будут справедливы условия 1, 2, 3 теоремы 3. Рассмотрим систему (3) при ϕ(σ) =
= sin σ − γ, b0 = 3, β0 = 0,5, g = 1,1, γ ∈ (0; 1). Стационарные точки системы (3) опре-
деляются корнями уравнения ϕ(σ) = sin σ − γ = 0, σ1 = arcsin γ, σ2 = π − arcsin γ на
промежутке [0; 2π). Точки Ak(0, 0, σ1 + 2πk), Bk(0, 0, σ1 + 2πk), k ∈ Z определяют все
стационарные точки системы (3). Для случая g < 1 система (3) исследована в [6]. Если
ε = 0,908, ν = 0,488, s = 2,711, то выполняются соотношения (31). Пусть ε0 = 0,7, тогда
справедливо условие 5 теоремы 3. Таким образом, если для системы (24) при λ = 0,488a,
β = 0,5a, s = 2,711, ϕ(σ) = sin σ − γ выполнено условие 4 теоремы 3, то система (3)
является глобально устойчивой. На рис. 1 в координатах (γ, a−2) изображена линия 4,
ниже которой расположены значения γ, a−2, при которых система (3) глобально асимп-
тотически устойчива в случае отсутствия частотного кольца [10]. Линия 1 получена
численными методами для системы (3) с частотным кольцом. Ниже линии 1 находятся
значения γ, a−2, при которых система (3) глобально асимптотически устойчива. Линия 2
получена численными методами для системы (24). Ниже линии 2 расположены значения
γ, a−2, при которых выполняется условие 4 теоремы 3. Линия 3 получена для системы
(24) при g = 1, 2. Ниже линии 3 расположены значения γ, a−2, при которых выполня-
ются условия теоремы 3. Добавление частотного кольца увеличило область параметров
γ, a−2, глобальной асимптотической устойчивости.

Для системы (3) проверим условия теоремы 2. В рассматриваемом случае g > 1,
для условия 2 теоремы 1 получим: cT b = −Γ = −1 < 0, cT A =

(
−a, −ag−1

)
= lT ,

cT d = −δ1 = −g−1 < 0, lT b = ν = a, lT d = δ2 = ag−2, lT A =
(
a2, a2g−2

)
= −a1l

T − a2c
T ,

a1 = ag−1 (g + 1), a2 = a2g−1, ρ = 0, det ‖c, l‖ = ag−1 (g − 1) 6= 0, rang ‖c, l‖ = 2.
Для значений γ1, γ2, γ3 из условия 1 теоремы 2 получим соотношения γ1 = 0, γ2 =
= ag−2 (1 − g) < 0, γ3 = ag−1 > 0, γ2

1 + γ2
2 > 0. Таким образом, при g > 1 для системы
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Рис. 1. Области параметров γ, a−2 глобальной устойчивости системы (3)

(3) выполнено условие 2 теоремы 1 и условие 1 теоремы 2. Если система уравнений (4)
при λ1 < a, λ = a, r = β0, s = b0g

−1, k = 0 имеет предельный цикл второго рода
F (σ) и система уравнений (4) при λ1 = λ̄1 > a, λ = a, r = β0, s = b0g

−1, k = 0 имеет
предельный цикл второго рода F0(σ), то выполняются условия 2, 3 теоремы 2. Пусть
выполнены соотношения min

σ
F0(σ) = m0 > 0, max

σ
F (σ) = M1, F (σ) > F0(σ) для любого

σ ∈ (−∞; +∞),
2b0aβ0M1 (g − 1)

g
(
1 + (aβ0)

2 m2
0

) < m0

(
λ̄1 − a

)
, (32)

тогда справедливо условие 4 теоремы 2, и система (3) имеет предельный цикл второго
рода.

Рассмотрим систему (3) при ϕ(σ) = sin σ − γ, b0 = 3, β0 = 0,5, g = 1,1, γ = 0,8,
a = 0,1. На рис. 2 изображен предельный цикл второго рода F (σ) и траектории системы
(4) из окрестности предельного цикла F (σ) при λ1 = 0,099, λ = 0,1, r = 0,5, γ = 0,8,
s = 3(1, 1)−1, k = 0. Численными методами определяется M1 = max

σ
F (σ) = 2,65. На

рис. 3 изображен предельный цикл второго рода F0(σ) и траектории системы (4) из
окрестности предельного цикла F0(σ) при λ1 = λ̄1 = 0,2, λ = 0,1, r = 0,5, γ = 0,8,
s = 3(1, 1)−1, k = 0. Численными методами определяется min

σ
F0(σ) = m0 = 1,05. Для

рассматриваемого случая выполняется соотношение (32). В силу теоремы 2 система (3)
имеет предельный цикл второго рода.

Условия теоремы 2 позволяют определить область Ω, содержащую предельный цикл
второго рода, Ω = {z : cT x ≤ F (σ), cT x ≥ F0(σ), −r1 ≤ lT x + acT x ≤ 0}. Значение
r1 удовлетворяет неравенству (18), следовательно, 0,072 < r1 < 0,105. На рис. 4 изоб-
ражены траектории системы (3) из окрестности предельного цикла второго рода. На
рис. 5 изображены проекции траектории системы (3) из окрестности предельного цикла
второго рода на плоскость (x1, x2).

Предельный цикл второго рода z (t) = colon (x1 (t) , x2 (t) , σ (t)) системы (3) не яв-
ляется периодической функцией по переменной t, так как lim

t→+∞
σ (t) = +∞. Для пре-

дельного цикла второго рода системы (3), определяющего траекторию, изображенную
на рис. 4, численно показываются устойчивость z (t) и периодичность по фазовой пере-
менной σ с периодом 2π.



80 С. С. Мамонов

t
1
0

2

1,5

15

2,5

20 25

3

5

sigma(t)

10

y(t)

Рис. 2. Предельный цикл F (σ) системы (4)
при λ1 = 0,099
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Рис. 3. Предельный цикл F (σ) системы (4)
при λ1 = 0,2
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Рис. 4. Траектории из окрестности пре-
дельного цикла второго рода системы (3)
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Рис. 5. Проекции траекторий из окрестно-
сти предельного цикла второго рода систе-
мы (3) на плоскость (x1, x2)

В результате исследования динамики модели системы ЧФАП выявлены закономер-
ности появления вращательных режимов и режимов синхронизации. Определена об-
ласть фазового пространства, содержащая предельный цикл второго рода. Показано,
что исследование системы дифференциальных уравнений третьего порядка сводится к
изучению систем второго порядка. Установлено, что введение частотного кольца приво-
дит к расширению полосы захвата системы.
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