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Введение

Данная работа посвящена исследованию автоустойчивости булевой алгебры Bω, обо-

гащенной автоморфизмом. Проблема автоустойчивости является центральной при ис-

следовании строения конструктивизируемых моделей. Ранее независимо в [1] и [2] было

получено описание автоустойчивых булевых алгебр (алгебра является автоустойчивой

тогда и только тогда, когда число ее атомов конечно).

Возникло предложение исследовать на автоустойчивость естественные обогащения

булевой алгебры. Так, в [3] было получено описание автоустойчивых булевых алгебр с

выделенным идеалом. Позже, в [4] было получено описание автоустойчивых булевых

алгебр с конечным числом выделенных идеалов.

В данной работе используются теорема о ветвлении, приведенная в [1] и обобщенная

в [4], а также теорема о неограниченных моделях, полученная в [5].

Из описания автоустойчивых булевых алгебр, в частности, следует, что алгебра Bω

является неавтоустойчивой. При обогащении автоморфизмом автоустойчивость начи-

нает зависеть от его действия. В работе получено неполное описание автоустойчивости

Bω, обогащенной автоморфизмом.

§ 1. Основные понятия

Напомним некоторые важные определения, используемые в работе.

Пусть A = (A,P0, . . . , Pn, f0, . . . , fm, co, . . . , cp). Конструктивизацией структуры A

называется ν : M → A(на), где

• M ⊆ ω вычислимо, ν разрешимая нумерация;

• ∀i 6 n { (x1, . . . , xki
) | Pi(ν(x1), . . . ,ν(xki

)) } вычислимо;
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• ∀j 6 m ∃gi — ч.в.ф.: fj(ν(x1), . . . ,ν(xsi
)) = ν(gi(x1, . . . , xsj

)).

Пусть ν,µ — нумерации одной и той же системы M. Назовем конструктивизации ν,µ

рекурсивно эквивалентными, если существуют рекурсивные функции f и g такие, что

ν = µf и µ = νg. Конструктивизации ν и µ системы M называются автоэквивалент-

ными, если существует автоморфизм ϕ системы M такой, что ϕν и µ рекурсивно эквива-

лентны. Система M называется автоустойчивой, если любые ее две конструктивизации

автоэквивалентны.

Также понадобится обобщенное определение ветвящейся модели, введенной в [4].

Пусть L — конечный предикатный язык, A — бесконечная вычислимая модель языка L,

{Ap}p∈ω — вычислимая последовательность конечных моделей L такая, что Ap 6 Ap+1 ,

A =
⋃

p∈ωAp. {ψp(xp)}p∈ω — вычислимая последовательность ∀-формул языка L. Гово-

рят, что система {Ap,ψp(xp)}p∈ω ветвится на уровне p, если

(1) {b | A |= ψp(b)} 6= ∅;

(2) если {b}i∈I некоторое 1 − 1 перечисление множества {b | A |= ψp(b)}, где I —

начальный сегмент в ω, {a}i∈I — последовательность наборов из A, для которой

A |= ψp(an) и (A, a0, . . . , an) ≡1 (A, b0, . . . , bn) при всех n ∈ I, то существует n ∈ I

со следующим свойством:

• найдется бесконечно много чисел t > p, для которых a0, . . . , an ∈ At и сущест-

вует изоморфное вложение β : At → At+1 такое, что At+1 |= ¬ψp(β(an)) и β

тождественно на Ap, a0, . . . , an−1.

Теорема (о ветвлении) [4]. Если система {Ap,ψp(xp)}p∈ω ветвится на всех уровнях

p ∈ ω, то A неавтоустойчива.

Пусть 〈M,ν〉 — нумерованная модель сигнатуры σ; σn — вычислимая последователь-

ность конечных сигнатур, таких что
⋃
σn =σ; σn 6σn+1 ∀n. Пара 〈 {Mn | n∈N}, f 〉

называется представлением нумерованной модели 〈M,ν〉, если

(1) f рекурсивна;

(2) {Mn | n ∈ N} строго вычислимая последовательность конечных моделей сигнату-

ры σn, таких что

• Mn 6 Mn+1 ↾ σn νf : Mn →M — изоморфное вложение;

• ⋃ |Mn| — рекурсивное множество;

• νf(
⋃ |Mn|) = |M | [7].

Зафиксируем модель M сигнатуры σ и положим σ′ ⇌ σ∪{Pn0

0 , . . . ,Pnk

k , . . .}. Рассмот-

рим вычислимую последовательность ϕi, i ∈ N, ∀-формул сигнатуры σ и вычислимую

последовательность ψi, i ∈ N, ∃-формул сигнатуры σ. Обогащение M
′ модели M сигна-

туры σ′ называется несущественным, если M
′ |= (∀x1, . . . ,xni

)
(
(ϕi ↔ Pi) & (ψi ↔ ¬Pi)

)

для любого i ∈ N.

Конструктивизируемая модель A называется неограниченной, если существуют ее

конструктивизация ν, представление Пν = 〈 (Aνt | t∈N), fν 〉, рекурсивная функция h

и вычислимое множество бескванторных формул Ψ = {ψi,j | i, j ∈N } такие, что для

любого t0 ∈ N и любой монотонно возрастающей неограниченной рекурсивной функции

g существуют t > t0 и изоморфное вложение τ : A
ν
t → A

ν
t+1 такие, что τ ↾ A

ν
t0 = idAνt0
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и для некоторых i 6 h(t) и n1, . . . , nk 6 g(t) выполнено A
ν
t+1 |=

t+1∧
j=0

ψi,j(n1, . . . , nk),

но A
ν
t+1 |= ¬

t+1∧
j=0
ψi,j(τ(n1), . . . , τ(nk)). В этом случае будем говорить, что модель A нео-

граничена относительно Ψ и представление Пν неограниченно относительно Ψ и h.

Теорема (о неограниченной модели) [5]. Если модель A неограничена относительно

Ψ, то по любому вычислимому классу S конструктивных моделей сигнатуры модели A

эффективно строится конструктивизация µ модели A такая, что (A,µ) не вкладывается

изоморфно относительно Ψ ни в одну модель из класса S.

С основами теории булевых алгебр можно познакомиться в [6] и [7].

§ 2. Описание автоустойчивости (Bω,ϕ)

Лемма 1. Для булевой алгебры Bω автоморфизм однозначно описывается своим дейст-

вием на атомах.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что любое отображение ϕ множества атомов в себя

достраивается до автоморфизма Bω. Рассмотрим некоторый элемент x ∈ B. Возможны

два случая.

(1) x =
n∑

i=1
pi, где pi атомы Bω. Тогда положим ϕ(x) =

n∑
i=1
ϕ(pi).

(2) ω\x =
n∑

i=1
pi, где pi атомы Bω. Тогда положим ϕ(x) = ω\

n∑
i=1
ϕ(pi).

Покажем, что доопределенное таким образом ϕ является автоморфизмом. Для этого

нужно проверить, что ϕ сохраняет все операции булевой алгебры.

(1) Рассмотрим операцию дополнения. Если x =
n∑

i=1
pi, то ϕ(ω\x) = ω\

n∑
i=1

=

= pi = ω\ϕ(x). Случай конечного x доказывается аналогично.

(2) Рассмотрим бинарную операцию объединения (случай пересечения рассматрива-

ется аналогично).

Пусть a =
n∑

i=1
pi, b =

k∑
j=1

qj, где pi, qj — атомы Bω. Тогда, (a∪b) =
n+k∑
i=1

ri, где ri = pi

при i ∈ {1 . . . n} и ri = qi−n при i ∈ {n + 1 . . . n + k} и верна следующая цепочка

равенств:

ϕ(a ∪ b) = ϕ(

n+k∑

i=1

ri) =

n+k∑

i=1

ϕ(ri) =

n∑

i=1

ϕ(pi) +

k∑

j=1

ϕ(qi) = ϕ(a) ∪ϕ(b).

Остальные случаи рассматриваются аналогично.

Будем говорить, что атомы a, b попадают в один цикл, если

∃n((ϕn(a) = b) ∨ (ϕn(b) = a)).

Тогда все атомы Bω разбиваются на циклы. Назовем длиной цикла наименьшее число

t, такое что ϕt(a) = a, где a — произвольный элемент цикла. Если такого t нет, то цикл
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назовем бесконечным. Порядком элемента a ∈ Bω назовем наименьшее число t, такое

что ϕt(a) = a.

Лемма 2. Пусть a1, . . . , an атомы Bω, имеющие порядки k1, . . . , kn соответственно. То-

гда a1 ∪ . . . ∪ an имеет порядок НОК(k1, . . . , kn).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что ϕНОК(k1,...,kn)(a1∪. . .∪an) = a1∪. . .∪an. Пусть n —

порядок a1 ∪ . . .∪ an. Предположим, что n < НОК(k1, . . . , kn). Тогда НОК(k1, . . . , kn) =

= m ∗ n + r, 0 < r < n и

a1 ∪ . . . ∪ an = ϕНОК(k1,...,kn)(a1 ∪ . . . ∪ an) = ϕm∗n+r(a1 ∪ . . . ∪ an) =

= ϕr(ϕm∗n(a1 ∪ . . . ∪ an)) = ϕr(a1 ∪ . . . ∪ an),

противоречие. Значит, наше предположение неверно и n = НОК(k1, . . . , kn).

Будем отдельно рассматривать следующие случаи возможного действия автомор-

физма на атомах.

(1) Число бесконечных и конечных циклов на атомах конечно.

(2) Число бесконечных циклов на атомах бесконечно.

(3) Все циклы на атомах конечны и существует бесконечно много циклов одинаковой

длины.

(4) Все циклы на атомах конечны, и существует натуральное число, что имеется бес-

конечно много циклов, длина которых есть степень этого числа.

(5) Длины циклов являются различными простыми числами.

§ 2.1. Автоустойчивость (Bω,ϕ) при конечном числе циклов на атомах

Лемма 3. Пусть число бесконечных и конечных циклов на атомах конечно. Тогда мно-

жество атомов является рекурсивным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как число циклов на атомах конечно, то можно взять по

элементу pi из каждого цикла. Положим A0 = {p1, . . . , pk}, тогда множество атомов

определяется следующим образом:

A =
∞⋃

n=0

An, где An+1 = An ∪
k⋃

i=1

(ϕn+1(pi) ∪ϕ−(n+1)(pi)).

Поскольку в вычислимой булевой алгебре вычислимость множества атомов равно-

сильна его вычислимой перечислимости, то утверждение доказано.

Теорема 1. Пусть число бесконечных и конечных циклов на атомах конечно. Тогда

{Bω,ϕ} автоустойчива.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим два вычислимых представления (B1,ϕ1), (B2,ϕ2)

данной булевой алгебры. Между ними существует некоторый изоморфизм f . Так как

число циклов на атомах конечно, то можно взять конечное число атомов {B1,ϕ1}:
a1, . . . ,ak. Тогда b1 = f(a1),. . . , bk = f(ak) — атомы алгебры {B2,ϕ2}. Рекурсивный изо-

морфизм определим следующим образом: ψ(ai) = bi ∀i ∈ {1, . . . , k}, так как множество

атомов рекурсивно, то ψ однозначно продолжается на множество атомов и однозначно

продолжается до вычислимого изоформизма между (B1,ϕ1) и (B2,ϕ2).
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§ 2.2. Неавтоустойчивость (Bω,ϕ) при бесконечном числе бесконечных

циклов на атомах

Теорема 2. Пусть число бесконечных циклов бесконечно, тогда {Bω,ϕ} неавтоус-

тойчива.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть булева алгебра (Bω,ϕ) такая, что существует бесконеч-

ное число бесконечных циклов. Рассмотрим обогащение исходной сигнатуры σ = (∪, ∩ ,

\, P 2
1 , 0, 1), где P1(x, y) ⇌ (ϕ(x) = y) ∨ (ϕ(y) = x) с помощью следующих предикатных

символов Pn(x, y) ⇌ (ϕn(x) = y) ∨ (ϕn(y) = x); σ′ = σ ∪ {P 2
2 , . . . , P 2

k , . . .}. Заметим,

что данное обогащение будет несущественным, благодаря бескванторности добавленных

предикатов.

Построим представление Bω. Положим A0 = {0, 1},σ0 = σ. Пусть Ai,σi построена.

Пусть b0, . . . ,bn — все атомы Ai. Рассмотрим наименьший в N элемент a ∈ Bω, такой

что a 6∈ Ai и что существует наименьший в N атом bj ∈ Ai : (bj & a 6= 0). Тогда определим

Ai+1 = gr((ϕ−4∗|Ai|(b0), . . . , b0, . . . ,ϕ
4∗|Ai|(b0)), . . . , (ϕ

−4∗|Ai|(bn), . . . , bn, . . . ,ϕ4∗|Ai|(bn)), a).

Найдем конечную подалгебру A
′ : Ai+1 ⊆ A

′ ⊂ Bω, такую что существует xr1
— атом

в A
′ такой, что для любого a — атома Ai верно одно из условий:

(1) a не атом.

(2) a лежит в конечном ϕ-цикле.

(3) В цепи ϕ-образований a найдется 4|Ai| последовательных атомов, отстоящих от

a на расстояние не менее |Ai| (т. е. в данной цепи между a и первым элементом

последовательности находится не менее |Ai| элементов), лежащих под xr1
.

Переопределим Ai+1 = A
′ и положим σi+1 = σ ∪ {P 2

2 , . . . , P 2
|Ai+1|}. Заметим, что в

таком случае σi ⊆ σi+1, σ′ =
⋃
i>0
σi.

Элементы a, b назовем связанными на шаге t, если в At лежит либо цепочка a,ϕ(a),

ϕ2(a), . . . ,ϕn(a) = b, либо b,ϕ(b),ϕ2(b), . . . ,ϕn(b) = a.

Покажем, что (Bω,ϕ) неограничена относительно формулы Ψ = &ψn(x, y), где

ψn(x, y) ⇋ (ϕn(x) 6= y) & (ϕn(y) 6= x). Зафиксируем некоторую неограниченную моно-

тонно возрастающую функцию g.

Пусть фиксировано некоторое t0 ; c0, . . . , cs — все атомы At0 . Существует атом At0 ,

под которым в Bω лежит бесконечное число атомов. Без ограничения общности считаем,

что это c0. Так как число циклов бесконечно, то на каком-то шаге t̃ появятся два атома

основной алгебры a, b, лежащие под c0 в разных циклах и не связанные с элементами

алгебры At0 . Так как функция g(t) монотонно неограниченно возрастает, то найдется

t > t̃, такой что a, b 6 g(t). Пусть в At лежат элементы ϕ−n0(a), . . . , a, . . . ,ϕn1(a) и

ϕ−m0(b), . . . , b, . . . ,ϕm1(b), причем a, b такие, что все они лежат под c0.

Пусть x1, . . . ,xr – все атомы At. По построению, в At+1 попадают следующие эле-

менты: ϕ−n0−4|At|−k1(a), . . . ,a, . . . ,ϕn1+4|At|+k2(a), такие что существуют 4 |At|, идущих

подряд элементов ϕk0(a), . . . ,ϕk0+4|At|(a), которые лежат под атомом xr1
.

Тогда определим изоморфное вложение β на атомах At следующим образом: пусть

c — атом At, тогда

• если c связан с b: c = ϕk(b), k ∈ {−m0, . . . , 0, . . . ,m1}, то β(c) = ϕk+k0+m0(a);
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• если c не связан с b и c 6= xr1
, то β(c) = c;

• если c = xr1
, то β(c) — объединение всех атомов At+1, не лежащих под уже опре-

деленными образами.

Непосредственно из вида β следует, что непересекающиеся элементы перешли в

непересекающиеся и разбиение 1 At перешло в разбиение 1 At+1.

Заметим, что по построению At+1 |= &
h(t+1)
j=0 ψj(a,b), но At+1|=¬&

h(t+1)
j=0 ψj(β(a),β(b)),

где h(t + 1) = |At+1|, т. е. Bω неограничена относительно Ψ, а значит, по теореме о

неограниченной модели [5] (Bω,ϕ) неавтоустойчива.

§ 2.3. Описание автоустойчивости (Bω,ϕ) при бесконечном числе конечных

циклов на атомах

Лемма 4. Пусть все циклы на атомах конечны, тогда существует вычислимая последо-

вательность {Ai} конечных подалгебр Bω таких, что
∞⋃
i=1

Ai = Bω,Ai ⊆ Ai+1 и Ai = Ai
ϕ
,

где Ai
ϕ

— замыкание булевой алгебры относительно автоморфизма ϕ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим A0 = {0, 1}. Пусть Ai построена. Рассмотрим наи-

меньший в N элемент a ∈ Bω, такой что a 6∈ Ai и что существует наименьший в N атом

b ∈ Ai : (b & a 6= 0). Пусть Ai+1 = gr(Ai ∪ {b & a})ϕ.

Покажем, что Ai+1 конечна. Очевидно, что gr(Ai ∪{b& a}) конечна. Другими слова-

ми, надо показать, что замыкание булевой алгебры относительно автоморфизма конеч-

ности не портит.

Пусть a0, . . . , an+1 — атомы gr(Ai ∪ {b & a}), такие что ai =
ki⋃

j=1
bij ∀ i = 1, . . . , n, где

bij — атомы Bω, а an+1 — бесконечный элемент Bω.

gr(Ai ∪ {b & a})ϕ ⊆ gr
(i=n,j=ki⋃

i=1,j=1

({bij} ∪ {ϕ(bij)} ∪ . . . ∪ {ϕmij (bij)}) ∪ c
)

— конечно,

где mij — порядок bij , а

c = 1 \
i=n,j=ki⋃

i=1,j=1

(
{bij} ∪ {ϕ(bij)} ∪ . . . ∪ {ϕmij (bij)}

)
.

§ 2.3.1. Неавтоустойчивость (Bω,ϕ) при бесконечном числе конечных циклов

одинаковой длины на атомах

Лемма 5. Пусть все циклы на атомах конечны, и существует бесконечно много циклов

одинаковой длины r, тогда (Bω,ϕ) неавтоустойчива.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства данной теоремы воспользуемся теоремой о

ветвлении [4]. Покажем, что представление, построенное в лемме 4, ветвится относитель-

но формулы ψ(x) ⇌ ∀ y(y < x→ y = 0)& (x 6= 0)& (ϕr+1(x) = x)& (ϕj(x) 6= x, j 6 r).

Рассмотрим At, an ∈ At — атом Bω, тогда an — атом в At. Пусть At ⊂ At+1, тогда

какой-то атом At не является атомом в At+1.

Пусть p фиксировано. c := (c0, . . . , cs) — все атомы Ap. Изоморфное вложение β

должно быть тождественно на c0, . . . , cs. Так как Ap конечно, то существует атом, под
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которым в A лежит бесконечное число атомов. Без ограничения общности будем считать,

что это c0.

Существует наименьшее n ∈ ω, такое что an 6 c0 порядка r, ĉ0 — бесконечная

алгебра. Существует бесконечно много t, таких что At∩ ĉ0 ⊂ At+1∩ ĉ0, и что существует

xl 6 c0, являющийся атомом в At порядка 1 и не являющийся атомом в At+1, такой

что существует y ∈ At+1\{0} порядка r, y,ϕ(y), . . . ,ϕr(y)z|xl, z = xl\(y ∪ . . . ∪ϕr(y)).

Пусть x1, . . . , xn — атомы At.

Изоморфное вложение β зададим на атомах At. Пусть x — атом At.

• Если x 6 cj , j > 1 β(x) = x.

• x = ϕj(an)⇒ β(x) = ϕj(an) +ϕj(y), j = 1 . . . r.

• x = xl ⇒ β(x) = z.

• β(x) = x, иначе.

Покажем, что β — изоморфное вложение. Для этого достаточно показать, что раз-

биение 1 At перешло в разбиение 1 At+1. Действительно, 1 =
n⋃

i=1
xi,

n⋃

i=1

β(xi) =
⋃

x 66c0

β(x) ∪
⋃

x6c0
x 6=xl

x 6=ϕj(an)

β(x) ∪
⋃

x=xl

β(x) ∪
⋃

x=ϕj(an)

β(x) =

=
⋃

x 66c0

x ∪
⋃

x6c0
x 6=xl

x 6=ϕj(an)

x ∪
⋃

x=xl

z ∪
⋃

x=ϕj(an)

(ϕj(an) +ϕj(y)) =

=

n⋃

i=1

xi = 1

Так же надо показать, что β(xi) ∩ β(xj) = ∅, i 6= j.

• xi, xj 66 c0, xi ∩ xj = ∅ ⇒ β(xi) ∩ β(xj) = xi ∩ xj = ∅.

• xi 6 c0, xj 66 c0, xi ∩ xj = ∅ ⇒ β(xi) 6 c0, β(xj) 66 c0 ⇒ β(xi) ∩ β(xj) = ∅.

• xi, xj 6 c0, xi, xj 6= ϕk(an), xi, xj 6= xl ⇒ β(xi) ∩ β(xj) = xi ∩ xj = ∅.

• xi, xj 6 c0, xi = ϕk(an), xj 6= xl,ϕ
m(an) ⇒

⇒ β(xi) ∩ β(xj) = (xi ∪ϕk(y)) ∩ xj = (xi ∩ xj) ∪ (ϕk(y) ∩ xj) = ∅.

• xi, xj 6 c0, xi = ϕk(an), xj = xl ⇒
⇒ β(xi) ∩ β(xj) = (ϕk(an) ∪ϕk(y)) ∩ z = (ϕk(an) ∩ z) ∪ (ϕk(y) ∩ z) = ∅.

• xi, xj 6 c0, xi = ϕk(an), xj = ϕm(an) ⇒
⇒ β(xi) ∩ β(xj) = (ϕk(an) ∪ϕk(y)) ∩ (ϕm(an) ∪ϕm(y)) = ∅.

• xi, xj 6 c0, xi = xl, xj 6= xl,ϕ
m(an) ⇒

⇒ β(xi) ∩ β(xj) = z ∩ xj = ∅.

§ 2.3.2. Неавтоустойчивость (Bω,ϕ) при бесконечном числе конечных циклов длиной

равной степени некоторого числа n на атомах

Лемма 6. Пусть все циклы на атомах конечны и существует такое натуральное число

n, что все длины конечных циклов равны его некоторой степени. Тогда (Bω,ϕ) неавто-

устойчива.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства данной теоремы воспользуемся теоремой

о ветвлении [4]. Покажем, что представление, построенное в лемме 4, ветвится относи-

тельно формулы ψ(x) ⇌ ∀ y(y < x→ y = 0)& (x 6= 0).

По лемме 2 порядок любого элемента x ∈ Bω есть nk для некоторого k. Рассмотрим

At, an ∈ At — атом Bω, тогда an — атом в At. Пусть At ⊂ At+1, тогда какой-то атом

At не является атомом в At+1. Пусть p фиксировано. c := (c0, . . . , cs) — все атомы Ap.

Изоморфное вложение β должно быть тождественно на c0, . . . , cs. Так как Ap конечно,

то существует атом, под которым в A лежит бесконечное число атомов. Без ограничения

общности будем считать, что это c0.

Пусть n минимальное, такое что an 6 c0, пусть порядок an — nk1 ; ĉ0 — бесконечная

алгебра. Существует бесконечно много t, таких что At ∩ ĉ0 ⊂ At+1 ∩ ĉ0 и что существует

xi, являющийся атомом в At и не являющийся в At+1, имеющий порядок 1, для кото-

рого существует y ∈ At+1\{0}, y 6 xi, имеющий порядок nk, k > k1 (иначе существует

бесконечно много циклов одинаковой длины и можно использовать лемму 5). Тогда

справедливо следующее разбиение: y,ϕ(y), . . . ,ϕnk

(y), z|xi ; z = xi\(y ∪ . . . ∪ϕnk

).

Изоморфное вложение β зададим на атомах At. Пусть x — атом At.

• Если x 6 cj , j > 1 β(x) = x.

• x = ϕj(an)⇒ β(x)=ϕj(an)+y+ϕnk1+j+1(y)+ϕ2nk1+j+1(y)+. . .+ϕ
( nk

nk1
−1)nk1+j+1

(y),

где j ∈ {1 . . . nk1 − 1}.
• x = xi ⇒ β(x) = z.

β — изоморфное вложение. Доказательство полностью аналогично доказательству изо-

морфности β в лемме 5.

§ 2.3.3. Пример автоустойчивой (Bω,ϕ) при бесконечном числе

конечных циклов на атомах

Лемма 7. Пусть длины всех циклов являются различными простыми числами, тогда

множество атомов (Bω,ϕ) рекурсивно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что формула

ψ(x) ⇋
(
(ϕpi(x) = x) &

(
ϕi(x) ∩ (ϕj(x) = 0, i 6= j, 1 6 i, j < pi, i ∈ N)

))

определяет, является ли x атомом или нет.

По лемме 2 порядок x есть наименьшее общее кратное атомов, из которых он (или его

дополнение) состоит. Следовательно, ϕpi(x) = x тогда и только тогда, когда x состоит

из атомов одного и того же цикла. Но, если x не является атомом, то найдутся i 6= j :

ϕi(x)∩ϕj(x) 6= 0. А значит, ψ(x) действительно определяет, является x атомом или нет.

Поскольку в вычислимой булевой алгебре вычислимость множества атомов равносильна

его вычислимой перечислимости, то утверждение доказано.

Теорема 3. Пусть число конечных циклов бесконечно и все длины конечных циклов

являются различными простыми числами, тогда (Bω,ϕ) автоустойчива.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть A1,A2 — два представления Bω. Поставим каждому

элементу булевой алгебры натуральное число по следующему принципу:

f(a) = µy (y = 〈n, pj1, . . . , pjn〉 | a =
n⋃

i=1

bi, где bi атом порядка pji
),

заметим, что f(a) рекурсивна.

Рекурсивный изоморфизм ψ построим следующим образом:

ψ(a1) = µ a2 (f(a1) = f(a2)).
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