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Введение

Мы продолжаем исследование фазовых портретов динамических систем, моделиру-

ющих функционирование генных сетей. В наших предыдущих публикациях [1–6] эти

модели изучались в основном для трехмерного случая, в котором нами были описаны

стационарные точки и бифуркации циклов, и установлены условия существования за-

мкнутых траекторий (см. также: [7]). В работах [8; 9] изучались условия существования

устойчивых циклов в таких динамических системах.

Основная цель настоящей работы состоит в распространении некоторых из этих ре-

зультатов на случаи произвольных нечетномерных динамических систем, моделирую-

щих генные сети с отрицательными обратными связями.

Одним из основных этапов представленного здесь доказательства существования

циклов в рассматриваемых динамических системах состоит в построениях двух объек-

тов: инвариантной области, содержащей стационарную точку и допускающей разбиение,

описанное в лемме 1, и диаграммы (3), связывающей динамическую систему с дискрет-

ной моделью той же самой генной сети.

Фазовые портреты их четномерных аналогов устроены иначе, например, в отличие

от нечетномерного случая, количество их стационарных точек обычно больше едини-

цы. Еще более сложная картина наблюдается в моделях генных сетей, регулируемых

даже простейшими комбинациями положительных и отрицательных обратных связей.

Однако, в каждой из таких динамических систем стационарная точка, имеющая ин-

вариантную окрестность, допускающую описанное в лемме 1 разбиение, является либо

устойчивой (притягивающей), либо окружена циклом. В трехмерном случае это явле-
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ние было подробно изучено в [9]. Аналогичным образом устанавливаются и многомерные

обобщения такого утверждения, некоторые из которых мы вкратце опишем в заключи-

тельной части. Основные результаты настоящей работы частично анонсированы в [10].

§ 1. Инвариантные области и стационарные точки

Рассмотрим нелинейную динамическую систему химической кинетики нечетной раз-

мерности 



ẋ1 = f1(x2k+1)− x1,

ẋ2 = f2(x1)− x2,

ẋ3 = f3(x2)− x3,

. . . . . .

ẋ2k = f2k(x2k−1)− x2k,

ẋ2k+1 = f2k+1(x2k)− x2k+1,

(1)

где fi — гладкие монотонно убывающие функции, определенные при неотрицательных

значениях своих аргументов, принимающих строго положительные значения; fi(xi−1)→
→ 0 при xi−1 → ∞, i = 1, 2, . . . 2k + 1. В силу цикличности системы (1) в дальнейшем

при i = 1 мы полагаем xi−1 = x2k+1, xi−2 = x2k и т. п.

Монотонное убывание этих функций моделирует отрицательные обратные связи в

генной сети. Монотонное возрастание таких слагаемых, наоборот, соответствует поло-

жительным обратным связям. Неотрицательные переменные xi обозначают концентра-

ции веществ, участвующих в моделируемых процессах, слагаемое fi(xi−1) описывает в

каждом таком уравнении зависимость скорости синтеза вещества xi от концентрации

вещества xi−1 , а вычитаемые в этих уравнениях соответствуют естественному процессу

разложения (деградации) биологических молекул. В приложениях для описания отри-

цательных обратных связей часто используются функции вида f(w) =
a

1 + wm
, где

a,m > 0, а для описания переменных обратных связей, которые до определенного по-

рогового значения концентрации регулирующего вещества w являются положительны-

ми, а при больших его концентрациях — отрицательными, используются разнообразные

унимодальные функции: логистические функции Λ(w) = a · w · (b − w), функции Глас-

са –Маки Λ(w) =
a · w

1 + wm
и др. (см., например: [3; 9; 11]). Детальная интерпретация

подобных систем уравнений изложена в [3; 4; 12; 13].

Нетрудно проверить, что у рассматриваемой динамической системы (1) существу-

ет ровно одна стационарная точка. Действительно, при исключении поочередно всех

неизвестных из описывающих стационарную точку системы уравнений

fi(xi−1)− xi = 0, 1 ≤ i ≤ 2k + 1,

получаем одно уравнение:

f1(f2k+1(f2k(. . . (f2(x1))))) = x1, (2)

в котором композиция нечетного числа монотонно убывающих функций в левой ча-

сти — ограниченная монотонно убывающая функция переменной x1. Отсюда следует,
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что уравнение (2) имеет единственное решение x∗
1. Остальные координаты стационарной

точки восстанавливаются однозначно: x∗
2 = f2(x

∗
1) и т. д. Будем обозначать найденную

стационарную точку через M∗, через X∗ = (x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
2k, x

∗
2k+1) — ее радиус-вектор,

а максимальные значения fi(0) функций fi(xi−1) — через Bi.

Как и в трехмерном случае, нас интересует главным образом предельное поведение

траекторий динамической системы (1). Можно проверить, что при достаточно боль-

ших временах все эти траектории попадают в параллелепипед Q = [0, B1]× [0, B2] . . .×
× [0, B2k]× [0, B2k+1] и в дальнейшем не выходят из него. Отметим также, что вектор-

ное поле скоростей системы (1) на любой из граней этого параллелепипеда направлено

внутрь него: ẋi

∣∣∣
xi≥Bi

≤ 0, ẋi

∣∣∣
xi=0

> 0. Тем самым Q — инвариантная область.

Проведем через точку M∗ ∈ Q все плоскости, параллельные координатным, и пере-

нумеруем полученный набор из 22k+1 параллелепипедов разбиения бинарными индек-

сами:

{ε1ε2ε3 . . . ε2k+1} =

=
{
X ∈ Q | x1 ≷ε1 x∗

1, x2 ≷ε2 x∗
2, x3 ≷ε2 x∗

3, . . . , x2k+1 ≷ε2k+1
x∗

2k+1,
}

где X = (x1, x2, x3, . . . , x2k+1), ε1, ε2, ε3, . . . ε2k+1 ∈ {0, 1}, а отношения, как и в [1],

задаются следующим образом: символ ≷0 означает ≤, а символ ≷1 означает ≥. Будем

называть внутренними гранями этих параллелепипедов разбиения их грани, лежащие

во внутренности инвариантной области Q. Подробное описание этой конструкции для

трехмерного аналога системы (1) см. в [1].

Рассмотрим параллелепипед {00 . . . 00}. Направление векторного поля через внут-

реннюю грань x1 = x∗
1 при x2k+1 ≤ x∗

2k+1 вдоль оси x1 есть ẋ1 = f1(x2k+1) − x∗
1 ≥

≥ f1(x
∗
2k+1)−x∗

1 = 0. Проделав аналогичные выкладки для остальных внутренних граней

{00 . . . 00} и {11 . . . 11}, нетрудно убедиться, что через их внутренние грани траектории

системы (1) не могут входить вовнутрь этих двух параллелепипедов.

Найдем направления этих траекторий на всех гранях {xi = x∗
i }, пользуясь соотно-

шением ẋi

∣∣∣
xi=x∗

i

= fi(xi−1) − x∗
i , из которого вытекает следующее утверждение, спра-

ведливое и для четномерных аналогов системы (1):

Лемма 1. Если xi−1 < x∗
i−1, то ẋi

∣∣∣
xi=x∗

i

> 0. Поэтому из параллелепипеда {..εi−200εi+1..}
все траектории входят в {.. εi−2 01 εi+1 ..}.

Наоборот, если xi−1 > x∗
i−1, то ẋi

∣∣∣
xi=x∗

i

< 0, и значит, все траектории, которые

выходят из параллелепипеда {.. εi−2 11 εi+1 ..}, попадают в соседний параллелепипед

{.. εi−2 10 εi+1 ..}.
В обоих случаях индекс изменяется на i-м месте.

Введем обозначения:

Q0,2m+1 = {01010 . . . 00 . . . 01}, где первый из сдвоенных нулей имеет порядковый

номер 2m + 1;

Q0,2m = {1010 . . . 00 . . . 0}, где первый из сдвоенных нулей имеет порядковый номер

2m;
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Q1,2m+1 = {1010 . . . 11 . . . 0}, где первая из сдвоенных единиц имеет порядковый но-

мер 2m + 1;

Q1,2m = {01010 . . . 11 . . . 01}, где первая из сдвоенных единиц имеет порядковый но-

мер 2m, и проследим за поведением траекторий системы (1) внутри всех этих паралле-

лепипедов Qε,m, ε = 0, 1; m = 1, 2 . . . 2k + 1.

Рассмотрим грань между соседними параллелепипедами Q1,2k+1 = {101 . . . 01} и

Q0,1 = {001 . . . 01}, ее уравнение имеет вид {x1 = x∗
1}. Из леммы 1 следует, что че-

рез другие грани параллелепипеда Q1,2k+1 траектории могут только входить в него.

Следовательно, через рассматриваемую грань траектории выходят из Q1,2k+1 в Q0,1 .

Рассуждая аналогичным образом, получаем диаграмму

Q1,2k+1 → Q0,1 → Q1,2 → Q0,3 → . . .→ Q1,2k−1 → Q0,2k → . . . ,

в которой через общую грань двух соседних параллелепипедов из этого списка все тра-

ектории системы (1) уходят из предыдущего параллелепипеда в последующий, а из по-

следнего — в первый. Таким образом, построенное средствами символической динамики

объединение Q4k+2 этих 4k + 2 параллелепипедов является инвариантной областью

динамической системы (1). Оказывается, что эту невыпуклую многогранную область

можно уменьшить по объему в два раза с сохранением ее инвариантности. А именно,

построим во всех указанных параллелепипедах Q0,m, Q1,m примыкающие к стационар-

ной точке M∗ треугольные призмы, определяемые неравенствами

P0,m =
{
x ∈ Q0,m

∣∣∣
fm(xm−1)− xm

x∗
m

+
fm+1(xm)− xm+1

x∗
m+1

≥ 0
}

,

P1,m =
{
x ∈ Q1,m

∣∣∣
fm(xm−1)− xm

Bm − x∗
m

+
fm+1(xm)− xm+1

Bm+1 − x∗
m+1

≤ 0
}

,

и обозначим объединение всех таких призм через P4k+2. Треугольной призмой мы назы-

ваем здесь декартово произведение треугольника на параллелепипед размерности 2k−1.

Ввиду того, что все функции fj монотонно убывают, в каждой такой призме на

построенной диагональной грани внутренняя нормаль к грани образует с векторным

полем скоростей системы (1) острый угол, что фактически эквивалентно определению

этих призм:

fm(xm−1)− xm

x∗
m

+
fm+1(xm)− xm+1

x∗
m+1

≥ 0, при x ∈ ∂P0,m ∩ int(Q),

fm(xm−1)− xm

Bm − x∗
m

+
fm+1(xm)− xm+1

Bm+1 − x∗
m+1

≤ 0, при x ∈ ∂P1,m ∩ int(Q).

Это означает, что через такие диагональные грани указанных призм траектории систе-

мы (1) не могут выходить из области P4k+2, следовательно, эта область действительно

является инвариантной. Так же, как и выше, можно проверить, что траектории этой

системы блуждают по невыпуклой многогранной области P4k+2 согласно диаграмме

P1,2k+1 → P0,1 → P1,2 → P0,3 → . . .→ P1,2k−1 → P0,2k → . . . (3)

Деление параллелепипедов Q1,m и Q0,m на треугольные призмы проводилось здесь с

целью локализации положения периодической траектории, существование которой бу-

дет доказано ниже. Поскольку при всех i = 1, 2, . . . 2k + 1 выполняются неравенства



О периодических траекториях нелинейных динамических систем 7

fi(Bi−1) > 0, инвариантная область P4k+2 может быть уменьшена и далее путем уда-

ления некоторых малых окрестностей ее граней, но этот процесс не приводит к значи-

тельному сокращению инвариантной области.

§ 2. Существование периодической траектории

Рассмотрим линеаризацию динамической системы (1):

dX

dt
=




−1 0 . . . 0 f ′
1(x

∗
2k+1)

f ′
2(x

∗
1) −1 . . . 0 0

0 f ′
3(x

∗
2) . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . f ′
2k+1(x

∗
2k) −1




(X−X∗) (4)

в окрестности ее единственной стационарной точки M∗. Для упрощения нижеследую-

щих формул введем обозначение:

f ′
1(x

∗
2k+1) · f ′

2(x
∗
1) · f ′

3(x
∗
2) . . . f ′

2k+1(x
∗
2k) = −a2k+1, a > 0.

Характеристическое уравнение линеаризованной системы

(−1− λ)2k+1 − a2k+1 = 0

имеет одно отрицательное собственное значение λ1 = −1 − a < 0, соответствующее

собственному вектору с положительными координатами. Так как рассматриваемые си-

стемы имеют лишь вещественные коэффициенты, то оставшиеся собственные значения

матрицы линеаризации комплексно сопряжены:

Reλ2,3 := Reλ2 = Reλ3 = −a · cos 2π
2k+1 − 1 < 0,

. . .

Reλ2k,2k+1 := Reλ2k = Reλ2k+1 = +a · cos π
2k+1 − 1.

При этом λ1 < Reλ2,3 < Reλ4,5 < Reλ2k,2k+1.

Если Reλ2k, 2k+1 < 0, то точка M∗ является притягивающей.

Пусть Reλ2k, 2k+1 > 0. Нетрудно проверить, что отвечающие отрицательному собствен-

ному значению λ1 собственные векторы ± e1 матрицы (4) направлены из точки M∗ в

диагональные параллелепипеды {00 . . . 00} и {11 . . . 11}, поэтому из инвариантной обла-

сти P4k+2 можно вырезать малую цилиндрическую окрестность U точки M∗ так, что-

бы область P ′
4k+2 = P4k+2 \U также была инвариантной для системы (1). Здесь образу-

ющие вырезаемого цилиндра должны быть параллельны ± e1 и двумерным плоскостям,

соответствующим собственным значениям λj , j > 1 с отрицательными вещественными

частями.

Рассмотрим усеченную общую грань двух соседних призм в диаграмме (3): F =

= (P1,2k+1∩P0,1)\U . Область U можно выбрать так, чтобы F также была гомеоморфной

(2k)-мерному шару. Поскольку эту диаграмму можно нарисовать и для уменьшенных

призм Pε,m \U при сдвигах стягиваемого компактного множества F вдоль траекторий

динамической системы (1), т. е. после 4k + 2 шагов по диаграмме (3), оно переходит в
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себя: F → F . Поэтому в данной ситуации применима теорема Брауэра о неподвижной

точке, согласно которой в указанном стягиваемом компакте F существует точка M0,

переходящая под действием динамической системы в себя. Поскольку M0 ∈ F и M∗ /∈
/∈ F , то M0 6= M∗, и значит, траектория точки M0 замкнута.

Теорема 1. Пусть Reλ2k, 2k+1 > 0 для линеаризованной в окрестности неподвижной

точки системы (1). Тогда у этой динамической системы существует по меньшей мере

одна циклическая траектория в инвариантной области P ′
4k+2.

Рис. 1. Проекции двух траекторий системы (1) на двумерную плоскость

Численные эксперименты с динамическими системами вида (1) показывают нали-

чие периодических траекторий при выполнении условий теоремы 1 (см., например,

рис. 1 и 2) хотя теорема Брауэра о неподвижной точке не гарантирует ни единственно-

сти, ни устойчивости цикла в рассматриваемых динамических системах. В некоторых

случаях единственность и устойчивость таких циклов в малых окрестностях стационар-

ных точек вытекает из теории бифуркаций Андронова–Хопфа (см.: [3; 4]).

На рис. 1, 2, выполненных при содействии А. Г. Клещева, показаны ортогональные

проекции траекторий системы (1) в случае, когда k = 3 , и все функции в правых частях

уравнений этой семимерной системы имеют одинаковый вид

fi(w) =
18

1 + w3
, и X∗ = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2).

На рис. 1 изображена проекция двух таких траекторий на двумерную плоскость в R7,

соответствующую имеющим положительные вещественные части собственным значени-

ям λ6 и λ7 матрицы (4). На рис. 2 показана проекция тех же траекторий на трех-

мерную плоскость, построенную по собственным значениям λ6 , λ7 и λ1 этой матрицы.

Собственному числу λ1 < 0 соответствует вертикальное направление на рисунке, тем-

ное овальное пятно в центре нижней части рисунка показывает положение проекции

стационарной точки M∗.
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Рис. 2. Проекция тех же траекторий на трехмерную плоскость

§ 3. Существование устойчивого цикла

Некоторые достаточные условия устойчивости периодических траекторий могут быть

получены с помощью результатов Р. Смита ([14; 15]), изучавшего нелинейные динами-

ческие системы вида
dX

dt
= A ·X + Φ(X), (5)

где X = (x1, x2, . . . xn) ∈ Rn, A — вещественная постоянная матрица n×n, а нелинейная

часть системы описывается достаточно регулярным отображением Φ : Rn → Rn. Для

этой системы определяется переходная матрица ([16]):

χ(iω − µ) := ((iω− µ) ·E −A)−1.

Здесь E — единичная матрица, µ,ω вещественны и (iω− µ) ∈ C. Пусть ||χ(iω−µ)|| —
спектральная норма переходной матрицы, следуя [15], введем обозначение

θ(µ) := sup
ω∈R

||χ(iω − µ)||.

Теорема [15]. Пусть для динамической системы (5) существует такое вещественное

число ρ, что:

(1) Матрица A имеет ровно два собственных значения λα,λβ, для которых выполнено

соотношение Re λα = Re λβ > −ρ; остальные ее собственные значения удовлетво-

ряют условию Re λ < −ρ.

(2) Пусть в некоторой, не содержащей неподвижных точек, положительно инвариант-

ной области системы (5) выполняется равномерная оценка Липшица

|Φ(X1)−Φ(X2)| ≤ K · |X1 −X2| . (6)

(3) K < 1/θ(ρ).
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Тогда все положительные полутраектории, расположенные в инвариантной области, не

содержащей неподвижных точек рассматриваемой динамической системы, сходятся к

замкнутым траекториям, причем в этой инвариантной области содержится по меньшей

мере одна устойчивая траектория.

Это утверждение использовалось в [8] при исследовании устойчивости цикла в трех-

мерном аналоге динамической системы (1).

Представим динамическую систему (1) в виде (5), где

A = −E − η · Σ =

= −E − η ·




0 0 . . . 0 1

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0




=




−1 0 . . . 0 −η
−η −1 . . . 0 0

0 −η . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −η −1




.

Здесь Σ — ортогональная матрица, циклически переставляющая координатные оси

x1 → x2 → x3 → . . .→ x2k+1 → x1. Один из ее собственных векторов имеет координаты

(1, 1, 1, 1, . . . 1), и в подходящей системе координат она разлагается на блоки 2× 2 вида

Σj =




cos 2ϕj − sin 2ϕj

sin 2ϕj cos 2ϕj


 , (7)

где для сокращения размера формул мы вводим обозначение ϕj = πj
2k+1 , j = 1, 2, . . . k.

Как и в (4), вещественные части собственных чисел матрицы A находятся явно: λ1 =

= −1− η,

Re λ2,3 = −1− η · cos 2π

2k + 1
, . . . Re λ2k,2k+1 = −1 + η · cos π

2k + 1
.

Из условий теоремы Смита на вещественные части собственных чисел матрицы A

следует, что η > 0, а также что значения параметра ρ должны удовлетворять неравен-

ствам

η · cos 3ϕ1 < 1− ρ < η · cosϕ1. (8)

В представлении (5) выбор матрицы A однозначно задает нелинейную часть Φ:

Φ(X) =




ηx2k+1 + f1(x5)

ηx1 + f2(x1)

ηx2 + f3(x2)

. . .

ηx2k + f2k+1(x2k)




.

Поэтому наилучшая для оценок устойчивости константа Липшица K из условия (6) в

инвариантной области P ′
4k+2 определяется как норма матрицы Якоби отображения Φ,

которая в данном случае имеет очень простую форму:

K = max
i=1,2,...,2k+1

{
sup

X∈P ′
2k+1

∣∣η+ f ′
i(xi−1)

∣∣
}

. (9)
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Согласно теореме о сингулярном разложении матриц (см., например: [17]), квадрат

нормы матрицы χ(iω−ρ) = ((iω−ρ)E−A)−1 является обратной величиной минималь-

ного собственного значения матрицы

((iω− ρ)E −A)∗ · ((iω − ρ)E −A) = ((iω + 1− ρ)E + η · Σ)∗ · ((iω+ 1− ρ)E + η · Σ).

В упомянутой выше системе координат эта матрица разлагается вместе с матрицей Σ

на блоки вида

Cj = [(1− ρ+ η cos 2ϕj)
2 +ω2 + η2 sin2 2ϕj ] · E + Zj ,

см. (7), где

Zj =




0 2iωη sin 2ϕj

−2iωη sin 2ϕj 0


 .

Собственные числа каждого такого блока также находятся явно:

λ̂1 = (1− ρ)2 + η2 +ω2 + 2η− 2ηρ;

λ̂2j,2j+1 = (1− ρ+ η cos 2ϕj)
2 + (ω± η sin 2ϕj)

2, j = 1, 2, . . . k.

Введем параметр σ из соотношения 1− ρ = ση. Как и в (8),

cos 3π
2k+1 < σ < cos π

2k+1 . Таким образом, получаем

inf
ω∈R

λ̂1 := a(σ,η) = η2(σ+ 1)2; inf
ω∈R

λ̂2j,2j+1 := bj(σ,η) = η2(σ+ cos 2ϕj)
2,

и значит, величина θ(ρ)−1 = (sup
ω∈R
||χ(iω − ρ)||)−1 в случае системы (1) находится сле-

дующим образом:

1

θ2
= min { a(σ,η), b1(σ,η), . . . , bk(σ,η) },

где σ ∈ I = (cos 3ϕ1; cosϕ1), т. е.

θ−1 =





η · (cosϕ1 − σ), при cos 2ϕ1 · cosϕ1 ≤ σ < cosϕ1;

η · (σ− cos 3ϕ1), при cos 3ϕ1 < σ ≤ cos 2ϕ1 · cosϕ1.

Можно проверить, что наибольшее значение коэффициента K в неравенстве (6) до-

стигается при σ = cos 2ϕ1 · cosϕ1, т. е. в середине интервала I, что отвечает значению

θ−1 = η ·sin 2ϕ1 ·sinϕ1, и поэтому оценка (9) производных монотонно убывающих функ-

ций fi может быть представлена в форме

|η+ f ′
i(xi−1)| < η · sin 2ϕ1 · sinϕ1,

или же как

−η · (1 + sin 2ϕ1 · sinϕ1) < f ′
i(xi−1) < −η · (1− sin 2ϕ1 · sinϕ1) (10)

при всех i = 1, 2, 3, . . . 2k + 1 и xi ∈ (0, fi−1(0)). Таким образом, установлена
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если в инвариантной области P ′
4k+2

при некотором η > 0 и всех i = 1, 2, 3, . . . 2k + 1 выполнено неравенство (10), то в этой

области P ′
4k+2 существует устойчивая траектория.

Отметим, что в трехмерном случае аналогичный результат имеет место в достаточно

широком интервале изменений производных убывающих функций fi:

−7η̃ < f ′
i(xi−1) < −η̃, i = 1, 2, 3

при некотором η̃ > 0 (см.: [8]). Для пятимерной динамической системы вида (1) соот-

ветствующее условие существования устойчивого цикла имеет следующий вид:

−η̄(4 +
√

5) < f ′
i(xi−1) < −η̄(4−

√
5) i = 1, 2, 3, 4, 5

во всех точках этой инвариантной области при некотором η̄ > 0.

Как видно из этих условий и из формулы (10), гарантирующая устойчивость цик-

ла оценка производных монотонных функций fi с ростом размерности не улучшается.

С другой стороны, Р. Смит [15] отмечает, что соответствующая оценка в условиях его

теоремы не является наилучшей возможной. Столь же избыточными, по-видимому, яв-

ляются и условия (10).

§ 4. Некоторые обобщения

Разбиение параллелепипедов Qε,m на треугольные призмы производилось с целью

локализации расположения периодической траектории в инвариантной области Q. Ут-

верждение, аналогичное теореме 1, остается справедливым и для динамических систем

вида

dxi

dt
= gi(xi−1) · (fi(xi−1)− xi), i = 1, 2, 3, . . . 2k + 1,

где функции fi такие же, как и выше, а функции gi положительны и монотонно

возрастают, а также и для динамических систем несколько более общего вида {ẋi =

= Fi(xi, xi−1)}, i = 1, 2, . . . 2k + 1, в которых все функции Fi монотонно убывают по

обеим переменным. В случае gi(xi−1) · fi(xi−1) = const этот сомножитель описывает

влияние концентрации вещества xi−1 на скорость деградации вещества xi и тем самым

соответствует так называемому пост-транскрипционному механизму регуляции в ген-

ной сети.

Это обобщение теоремы 1 устанавливается теми же средствами символической ди-

намики с помощью теоремы Брауэра при рассмотрении инвариантной области Q4k+2.

Аналогичным образом исследуются четномерные динамические системы, имеющие
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вид 



ẋ1 = f1(x2k)− x1,

ẋ2 = f2(x1)− x2,

ẋ3 = f3(x2)− x3,

. . . . . .

ẋ2k−1 = f2k−1(x2k−2)− x2k−1,

ẋ2k = Λ2k(x2k−1)− x2k,

(11)

где все функции fi строго монотонно убывают, т. е. описывают отрицательные обратные

связи, а в последнем из уравнений унимодальная функция Λ2k описывает переменную

обратную связь.

Рассмотрим для простоты изложения шестимерную динамическую систему вида

(11). Другие четномерные случаи изучаются аналогичным образом.

Как и при доказательстве теоремы 1, начнем с нахождения стационарных точек.

Обозначим композицию f5(f4(f3(f2(f1(x6))))) через Ψ(x6). Это строго монотонно убы-

вающая функция, пусть Ψ−1(x5) — функция, обратная к Ψ. Стационарные точки X∗ =

= (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3, x

∗
4, x

∗
5, x

∗
6) шестимерной системы (11) находятся из уравнения

Λ6(Ψ(x∗
6)) = x∗

6,

и из соотношений x∗
1 = f∗

1 (x∗
6), x∗

2 = f∗
2 (x∗

1) x∗
3 = f∗

3 (x∗
2), x∗

4 = f∗
4 (x∗

3), x∗
5 = f∗

5 (x∗
4).

Обозначим через xM
5 точку максимума унимодальной функции Λ6(x5) и рассмотрим

случай

Ψ−1(xM
5 ) < Λ(xM

5 ). (12)

Нетрудно проверить, что при выполнении этого условия система (11) имеет единствен-

ную стационарную точку X∗I , у которой x∗I
5 < xM

5 . В типичных для биологических при-

ложений случаях эта система имеет еще две стационарные точки, у которых x∗I
5 > xM

5 .

Траектории системы (11) в окрестностях таких стационарных точек ведут себя проще,

чем в окрестности точки X∗I . Напомним, что наличие у генной сети нескольких устойчи-

вых стационарных точек (или циклов) позволяет конструировать на таком наноуровне

логические элементы и простейшие «биокомпьютеры» (см., например: [3]).

Ввиду того, что в точке X∗I производные функций fj отрицательны, а dΛ6/dx5 > 0,

линеаризация системы (11) в окрестности этой точки имеет собственные значения

λ1,2,5,6 = −1 + a · [±
√

3
2 ± i · 1

2 ], λ3,4 = −1± i · a, где

a6 = − df1

dx6
· df2

dx1
· df3

dx2
· df4

dx3
· df5

dx4
· dΛ6

dx5
.

Здесь все производные вычисляются в стационарной точке X∗I , которая имеет инвари-

антную окрестность

Q6 = [x−
1 , x+

1 ]× [x−
2 , x+

2 ]× [x−
3 , x+

3 ]× [x−
4 , x5

4]× [x−
5 , x+

5 ]× [x−
6 , x+

6 ].

Границы этого параллелепипеда определяются так: x−
6 и x+

6 являются ближайшими к

x∗I
6 решениями уравнения Λ6(Ψ(Λ6(Ψ(x6)))) = x6, т. е. x∗

6 ∈ [x−
6 , x+

6 ]. Введем для крат-

кости обозначения: Ij = [x−
j , x+

j ], тогда
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x−
1 = min

x6∈I6
f1(x6), x+

1 = max
x6∈I6

f1(x6); x−
2 = min

x1∈I1
f2(x1), x+

2 = max
x1∈I1

f2(x1);

x−
3 = min

x2∈I2
f3(x2), x+

3 = max
x2∈I2

f3(x2); x−
4 = min

x3∈I3
f4(x3), x+

4 = max
x3∈I3

f4(x3);

x−
5 = min

x4∈I4
f5(x4), x+

5 = max
x4∈I4

f5(x4).

Подобные построения использовались нами в [9] при рассмотрениях аналогичных (11)

трехмерных динамических систем.

Так же, как и при доказательстве теоремы 1, разобьем инвариантную область Q6

плоскостями, параллельными координатным и проходящими через стационарную точку

X∗I . Отметим, что в этой области функции f1, f2, . . . f5 монотонно убывают, а унимо-

дальная функция Λ6 удовлетворяет условиям: Λ5(x5) < x∗I
6 при x5 < x∗I

5 и Λ5(x5) > x∗I
6

при x5 > x∗I
5 .

Ввиду этих неравенств правила перехода траекторий системы шестимерной дина-

мической (11) из одного параллелепипеда разбиения в другой остаются почти теми же

самыми, что и в теореме 1. Изменение направления этого перехода на противоположное

происходит только при пересечении траекторий плоскости x5 = x∗I
5 . Таким образом, для

указанного разбиения области Q6 конструируется диаграмма, аналогичная (3):

{101010} → {101011} → {001011} → {011011} → {010011}
↑ ↓

{101000} {010111}
↑ ↓

{101100} ← {100100} ← {110100} ← {010100} ← {010101}
Обозначим объединение двенадцати перечисленных здесь параллелепипедов через P12.

Следующая теорема доказывается так же, как и теорема 1.

Теорема 3. При выполнении условий (12) и неравенства a · cos π6 > 1 шестимерная

динамическая система (11) имеет по крайней мере одну периодическую траекторию в

области P12.

Заключение

Биохимические интерпретации подобных моделей функционирования природных и

искусственных генных сетей приводится в [3; 12; 13]. Разграничение областей регуляр-

ного, в частности циклического, поведения траекторий рассматриваемых динамических

систем и областей, в которых траектории ведут себя хаотически, имеет важное зна-

чение для биоинформатики и ее приложений к биологическим нанотехнологиям (см.,

например: [18]), что и определяет наш интерес к такой проблематике.

Авторы искренне благодарны и признательны А.А. Евдокимову, А. Г. Клещёву,

Ю.Г. Матушкину и В.А. Чуркину за полезные обсуждения.
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