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ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ КЛЕБША∗

Анализируется возможность построения инвариантных решений уравнений Клебша, описы-
вающих вихревые движения.
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Баротропные движения идеальной несжимаемой жидкости в отсутствие массовых
сил описываются [1] системой уравнений

D u + ∇p = 0, div u = 0, (1)

где u = (u, v, w), p = p(ρ), D = ∂t + u · ∇, ∇ = (∂x, ∂y, ∂z). Независимые перемен-
ные — t,x = (x, y, z). Искомыми являются функции u, ρ. Функция p(ρ) задана.

Л.В. Овсянников предложил для анализа системы (1) использовать представление

u = ∇ϕ +
1
2
(λ∇µ − µ∇λ) (2)

c функциями ϕ, λ, µ независимых переменных (t,x) и заметил [2;3], что можно получить
эквивалентную исходной замкнутую систему из трех уравнений для функций λ, µ, ϕ —
систему уравнений Клебша

D λ = fµ, D µ = −fλ, 2∆ ϕ + λ ∆ µ − µ∆ λ = 0. (3)

Представление для давления p через функции ϕ, λ, µ имеет вид

p = −ϕt +
1
2
(µλt − λµt) −

1
2
|u|2 − f.

Функция f(t, λ, µ) произвольна.
Оказывается [4], что всегда существует преобразование

t′ = t, λ′ = λ′(t, λ, µ), µ′ = µ′(t, λ, µ), ϕ′ = ϕ′(t, λ, µ, ϕ),

переводящее функцию f(t, λ, µ) в функцию f ′(t, λ′, µ′) ≡ 0.
Можно рассматривать поэтому систему уравнений с нулевыми правыми частями

D λ = 0, D µ = 0, 2∆ ϕ + λ ∆ µ − µ∆ λ = 0. (4)

Система (4) допускает широкую группу преобразований [2; 3] с базисными
операторами
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T = ∂t,

R = 2 t ∂t + x ∂x + y ∂y + z ∂z,

S = x ∂x + y ∂y + z ∂z + λ∂λ + µ∂µ + 2 ϕ∂ϕ,

Z1 = z ∂y − y ∂z,

Z2 = x ∂z − z ∂x,

Z3 = y ∂x − x ∂y,

K(ξ) = ξ(t)∂x + ξ′(t)x∂ϕ,

L(η) = η(t)∂y + η′(ξ)y∂ϕ,

M(ζ) = ζ(t)∂z + ζ ′(t)z∂ϕ,

N(F ) = Fµ ∂λ − Fλ ∂µ +
1
2

(λFλ + µFµ − 2F ) ∂ϕ,

Γ(γ) = γ(t)∂ϕ,

где ξ(t), η(t), ζ(t), γ(t) и F (λ, µ) — произвольные функции.
Л.В. Овсянников поставил задачу: описать все классы вихревых инвариантных ре-

шений ранга один уравнений Клебша и наметил программу отыскания таких решений.
Рассмотрим трехмерную подалгебру с базисом

Y1 = x ∂y − y ∂x, Y2 = 2 t ∂t + x ∂x + y ∂y + z ∂z,

Y3 = x ∂x + y ∂y + z ∂z + λ∂λ + µ∂µ + 2 ϕ∂ϕ.

Введем полярные координаты

x = r cos θ, y = r sin θ, r =
√

x2 + y2, θ = arctg
y

x

и величины
ρ =

z

r
, σ =

r√
t

вместо z и t. Тогда

Y1 = ∂θ, Y2 = r ∂r, Y3 = σ ∂σ + λ∂λ + µ∂µ + 2 ϕ ∂ϕ.

Имеет смысл рассматривать трехмерные подалгебры (22 варианта) вида

{Y1 + α Q, Y2 + β Q, Y3 + γ Q},

где α, β, γ — параметры, а Q есть один из операторов N3, N4, N3 + N5,

N3 = −2 λ∂µ , N4 = λ∂λ − µ∂µ , N5 = 2 µ∂λ.

Подробнее:

1) Y1, Y2, Y3,

2) Y1 + k N3, Y2, Y3,

3) Y1, Y2 + k N3, Y3,

4) Y1, Y2, Y3 + k N3,
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5) Y1 + k N3, Y2 + l N3, Y3,

6) Y1 + k N3, Y2, Y3 + l N3,

7) Y1, Y2 + k N3, Y3 + l N3,

8) Y1 + k N3, Y2 + l N3, Y3 + mN3,

9) Y1 + k N4, Y2, Y3,

10) Y1, Y2 + k N4, Y3,

11) Y1, Y2, Y3 + k N4,

12) Y1 + k N4, Y2 + l N4, Y3,

13) Y1 + k N4, Y2, Y3 + l N4,

14) Y1, Y2 + k N4, Y3 + l N4,

15) Y1 + k N4, Y2 + l N4, Y3 + mN4,

16) Y1 + k (N3 + N5), Y2, Y3,

17) Y1, Y2 + k (N3 + N5), Y3,

18) Y1, Y2, Y3 + k (N3 + N5),

19) Y1 + k (N3 + N5), Y2 + l (N3 + N5), Y3,

20) Y1 + k (N3 + N5), Y2, Y3 + l (N3 + N5),

21) Y1, Y2 + k (N3 + N5), Y3 + l (N3 + N5),

22) Y1 + k (N3 + N5), Y2 + l (N3 + N5), Y3 + m (N3 + N5).

Естественно начать с подалгебр 2), 3), 4), 9), 10), 11), 16), 17), 18), содержащих только
один параметр. Подалгебры 1), 16) были рассмотрены Л.В. Овсянниковым.

Оказывается, что подалгебры 4), 11), 17), 18) порождают только безвихревые ре-
шения. Покажем это для подалгебры 17). Для остальных случаев рассуждения ана-
логичны.

17. Подалгебра {Y1, Y2 + k (N3 + N5), Y3}, k = const 6= 0.
Базис:

Y1 = ∂θ, Y2 = r∂r − k (λ∂µ − µ∂λ), Y3 = σ∂σ + λ∂λ + µ∂µ + 2ϕ∂ϕ.

Удобно ввести α = arctg
µ

λ
, q =

√
λ2 + µ2, так что λ = q cos α, µ = q sinα. При этом

Y2 = r∂r − k ∂α, Y3 = σ∂σ + q ∂q + 2ϕ∂ϕ.

Инварианты:
r e

α
k ,

q

σ
,

ϕ

σ2
, ρ.

Представление решения:
(

α = k ln
G(ρ)

r

)

ϕ = σ2 Φ(ρ), λ = σ F (ρ) cos
(

k ln
G(ρ)

r

)
, µ = σ F (ρ) sin

(
k ln

G(ρ)
r

)
.
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При этом

√
t u = σ

[
2Φ − ρ Φ′ − k

(
ρG′

G
+ 1

)
F 2

]
(cos θ, sin θ, 0) +

+ σ

(
k G′ F 2

β
+ Φ′

)
(0, 0, 1).

Выражение для вектора вихря:

ω = ∇λ ×∇µ =
k F

tG
(GF ′ + F G ′) (sin θ,− cos θ, 0).

Функции F (ρ), G(ρ), Φ(ρ) удовлетворяют системе уравнений

[
(ρ2 + 1)F ′ − ρF

]
Φ′ + 2 (F − ρF ′)Φ + k

(ρ2 + 1) F 2 F ′ G′

2G
+

1
2

k ρF 2 F ′ −

− k
(G + ρG′) F 3

2 G
− 1

2
F = 0,

[
(ρ2 + 1)G′ + ρG

]
Φ′ − 2 (G + ρG′)Φ + k

(ρ2 + 1)F 2 G′2

2G
+ k

(
1
2

G + ρG′
)

F 2 +
1
2

G = 0,

(ρ2 + 1)Φ′′ − 3 ρΦ′ + 4Φ + k (ρ2 + 1)
F 2 G′′

2G
− k (ρ2 + 1)

F 2 G′2

2G2
+ k (ρ2 + 1)

F F ′ G′

G
+

+ k (ρF ′ − F ) F − k ρ
F 2 G′

2G
= 0.

Исключение Φ′ из первых двух уравнений с помощью их линейной комбинации приводит
к равенству

F G2 (GF ′ + F G ′)(ρ2 + 2 k F 2 + 1 − 4 Φ) = 0.

Потребуем, чтобы ω 6= 0, тогда

ρ2 + 2 k F 2 + 1 − 4Φ = 0.

Отсюда

Φ =
ρ2 + 1

4
+

k

2
F 2.

Исключая Φ в первом и втором уравнениях, получаем равенства

k F (F G′ + GF ′)((ρ2 + 1)F ′ − ρF ) = 0, k F 2 (F G′ + GF ′)((ρ2 + 1)G′ + ρG) = 0.

Условие ω 6= 0 дает уравнения

(ρ2 + 1) F ′ − ρF = 0, (ρ2 + 1) G′ + ρG = 0,

откуда

F (ρ) = a
√

ρ2 + 1, G(ρ) =
b√

ρ2 + 1
, Φ =

(
k a2

2
+

1
4

)
(ρ2 + 1), a, b = const,

ω =
k F

tG
(GF ′ + F G ′) (sin θ,− cos θ, 0) = 0. Движение безвихревое!



Инвариантные решения уравнений Клебша 63

Отбросим подалгебры, порождающие только безвихревые решения, и рассмотрим
(изменяя нумерацию) следующие подалгебры:

1) {Y1 + k N3, Y2, Y3},

2) {Y1, Y2 + k N3, Y3},

3) {Y1 + k N4, Y2, Y3},

4) {Y1, Y2 + k N4, Y3},

5) {Y1 + k (N3 + N5), Y2, Y3}.

1. Подалгебра {Y1 + k N3, Y2, Y3}, k = const 6= 0.
Базис:

Y1 = ∂θ + k λ ∂µ, Y2 = r∂r, Y3 = σ∂σ + λ∂λ + µ∂µ + 2ϕ∂ϕ.

Инварианты:
λ

σ
,

µ − k λ θ

σ

ϕ

σ2
, ρ.

Представление решения:

ϕ = σ2 Φ(ρ), λ = σ Λ(ρ), µ = σ [M(ρ) + k θ Λ(ρ)] .

При этом

ω = ∇λ ×∇µ = (ωr, ωθ, ωz),

ωr = −k

t
ΛΛ′, ωθ =

1
t

(Λ′ M − Λ M ′) ωz =
k

t
Λ (Λ − ρ Λ′),

u = (ur, uθ, uz),

ur =
r

2 t
(4Φ − 2 ρ Φ′ + ρ Λ′ M − ρ Λ M ′), uθ =

k r

2 t
Λ2, uz =

r

2 t
(ΛM ′ − Λ′ M + 2Φ′).

Введем вспомогательные функции

Ψ = Φ′ +
1
2

(ΛM ′ − Λ′ M), A = (ρ2 + 1)Ψ − 2 ρ Φ, B = 2 (ρ Ψ − 2Φ), q = Λ4,

тогда факторсистема принимает вид

A′ =
3
2

B,

B′ =
3 ρ B − 2A

ρ2 + 1
− k2 q

(ρ2 + 1) A
,

q′ = 2
(B + 1) q

A
,

M ′ =
(B + 1) M − k2 q

3
4

2 A
.

Первые три уравнения образуют замкнутую подсистему. Функция M находится после
решения этой подсистемы.

2. Подалгебра {Y1, Y2 + k N3, Y3}, k = const 6= 0.
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Базис:

Y1 = ∂θ, Y2 = r∂r + k λ ∂µ, Y3 = σ∂σ + λ∂λ + µ∂µ + 2ϕ∂ϕ.

Инварианты:
λ

σ
,

µ − k λ ln r

σ

ϕ

σ2
, ρ.

Представление решения:

ϕ = σ2 Φ(ρ), λ = σ Λ(ρ), µ = σ [M(ρ) + k ln r Λ(ρ)] .

При этом

ω = ∇λ ×∇µ = (ωr, ωθ, ωz),

ωr = 0, ωθ =
1
t

(Λ′ M − Λ M ′ + k ΛΛ′), ωz = 0,

u = (ur, uθ, uz),

ur =
σ

2
√

t
(4Φ − 2 ρ Φ′ + ρ Λ′ M − ρ Λ M ′ + k Λ2), uθ = 0, uz =

σ

2
√

t
(Λ M ′ − Λ′ M + 2Φ′).

Введем вспомогательные функции

Ψ = Φ′+
1
2

(Λ M ′−Λ′ M), A = k ρ Λ2+2
[
(2 ρ Φ − (ρ2 + 1)Ψ

]
, B = k Λ2+4Φ−2 ρ Ψ, q = Λ2,

тогда факторсистема принимает вид

A′ = 3 B,

B′ =
3 ρAB − A2 − 2 k q

(ρ2 + 1) A
,

q′ =
2 (B − 1) q

A
,

M ′ =
(B − 1) M + k

√
q B

A
.

Первые три уравнения образуют замкнутую подсистему. Функция M находится после
решения этой подсистемы.

3. Подалгебра {Y1 + k N4, Y2, Y3}, k = const 6= 0.
Базис:

Y1 = ∂θ + k (λ∂λ − µ∂µ), Y2 = r∂r, Y3 = + + lσ + λ∂λ + µ∂µ + 2ϕ∂ϕ.

Инварианты:
λ e−k θ

σ
,

µ ek θ

σ

ϕ

σ2
, ρ.

Представление решения:

ϕ = σ2 Φ(ρ), λ = σ ek θ Λ(ρ), µ = σ e−k θ M(ρ).

При этом

ω = ∇λ ×∇µ = (ωr, ωθ, ωz),
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ωr =
k

t
(ΛM ′ + Λ′ M), ωθ =

1
t

(Λ′ M − Λ M ′) ωz =
k

t
(ρ Λ M ′ + ρ Λ′ M − 2Λ M),

u = (ur, uθ, uz),

ur =
σ

2
√

t
(−ρ Λ M ′ + ρ Λ′ M − 2 ρ Φ′ + 4Φ), uθ = −k

σ√
t
Λ M,

uz =
σ

2
√

t
(Λ M ′ − Λ′ M + 2Φ′).

Введем вспомогательные функции

Ψ = Φ′ +
1
2

Λ M ′ − 1
2

Λ′ M, A = (ρ2 + 1)Ψ − 2 ρ Φ, B = 2 ρ Ψ − 4Φ, q = Λ M,

тогда факторсистема принимает вид

A′ =
3
2

B,

B′ =
3 ρ B − 2A

ρ2 + 1
− 4 k2 q2

(ρ2 + 1) A
,

q′ =
(B + 1) q

A
,

M ′ =
(B + 1) M − 2 k2 q M

A
.

Первые три уравнения образуют замкнутую подсистему. Функция M находится после
решения этой подсистемы.

4. Подалгебра {Y1, Y2 + k N4, Y3}, k = const 6= 0.
Базис:

Y1 = ∂θ, Y2 = r∂r + k (λ∂λ − µ∂µ), Y3 = σ∂σ + λ∂λ + µ∂µ + 2ϕ∂ϕ.

Инварианты:
λ r−k

σ
,

µ rk

σ

ϕ

σ2
, ρ.

Представление решения:

ϕ = σ2 Φ(ρ), λ = σ rk Λ(ρ), µ = σ r−k M(ρ).

При этом

ω = ∇λ ×∇µ = (ωr, ωθ, ωz),

ωr = 0, ωθ = −1
t

((k + 1)Λ M ′ + (k − 1) Λ′ M), ωz = 0,

u = (ur, uθ, uz),

ur =
r

2 t
(−ρ Λ M ′ + ρ Λ′ M − 2 ρ Φ′ + 4Φ − 2 k Λ M), uθ = 0, uz =

r

2 t
(ΛM ′ − Λ′ M + 2Φ′).

Введем вспомогательные функции

Ψ = 2Φ′+Λ M ′−Λ′ M, A = (ρ2+1)Ψ−2 ρ Φ+k ρ Λ M, B = 2 k Λ M+2 (ρΨ−2Φ), q = Λ M,
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тогда факторсистема принимает вид

A′ =
3
2

B,

B′ =
2 k q − 2 A2 + 3 ρAB

(ρ2 + 1) A
,

q′ =
2 (B + 1)

A
q,

M ′ =
M + (1 − k) M B

2A
.

Первые три уравнения образуют замкнутую подсистему. Функция M находится после
решения этой подсистемы.

5. Подалгебра {Y1 + k (N3 + N5), Y2, Y3}, k = const 6= 0.
Базис:

Y1 = ∂θ − k (λ∂λ − µ∂µ), Y2 = r∂r, Y3 = σ∂σ + λ∂λ + µ∂µ + 2ϕ∂ϕ.

Инварианты:

G =

√
λ2 + µ2

σ
, τ = arctg

µ

λ
+ k θ,

ϕ

σ2
, ρ.

Представление решения:

ϕ = σ2 Φ(ρ), λ = σ G(ρ) cos β, µ = σ G(ρ) sin β, β = τ(ρ) − k θ.

При этом

ω = ∇λ ×∇µ = (ωr, ωθ, ωz),

ωr =
k

t
GG′, ωθ = −1

t
G2 τ ′ ωz =

k

t
(GG′ ρ − G2),

u = (ur, uθ, uz),

ur =
r

2 t
(4Φ − 2 ρΦ′ − ρ τ ′ G2), uθ = −k r

2 t
G2, uz =

r

2 t
(2Φ′ + τ ′ G2).

Введем вспомогательные функции

Ψ = Φ′ + H τ ′, A = (ρ2 + 1)Ψ − 2 ρ Φ, B = ρ Ψ − 2Φ, H =
G2

2
,

тогда факторсистема принимает вид

A H ′ = (2B + 1)H,

A′ = 3 B

(ρ2 + 1) AB′ = A (3 ρ B − A) − 2 k2 H2,

A τ ′ = −k2 H.

Первые три уравнения образуют замкнутую подсистему. Функция τ находится после
решения этой подсистемы.

Уравнения для функций A(ρ). Исходя из полученных факторсистем, можно по-
лучить одно уравнение третьего порядка для функции A(ρ). Замечательно, что получа-
ется всего два уравнения. Эти уравнения имеют вид: для подалгебр 1), 3), 4), 5)
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(
ρ2 + 1

)
AA′′′ − ρ AA′′ − A′ + 6

3
[
(ρ2 + 1)A′′ − 3 ρA′ + 3 A

]
= 0, (5)

для подалгебры 2)

(
ρ2 + 1

)
AA′′′ − ρ AA′′ +

A′ + 6
3

[
(ρ2 + 1)A′′ − 3 ρA′ + 3 A

]
= 0. (6)

Введем

S = (ρ2 + 1)A′′ − 3 ρ A′ + 3 A,

тогда уравнения (5), (6) могут быть записаны в виде

A S ′ − A′ + 6
3

S = 0, (7)

A S ′ +
A′ + 6

3
S = 0. (8)

Если S = 0, то функция A(ρ) будет решением этих уравнений. Уравнение

S ≡ (ρ2 + 1) A′′ − 3 ρA′ + 3 A = 0

может быть проинтегрировано. Общее решение дается равенством

A = c1 ρ + c2

[(
ρ2

2
− 1

) √
ρ2 + 1 +

3
2

ρ ln(ρ +
√

ρ2 + 1)
]

. (9)

На конусе ρ =
z

r
= a нормальная компонента скорости

u·n = −r

t
A(a).

Тем самым конус ρ = a является неподвижной поверхностью, обтекаемой жидкостью,
если A(a) = 0. Это условие приводит к решению вида (c — произвольная постоянная)

A =
c

2 (a2 + 1)
3
2

(
3 a ρ ln

ρ +
√

ρ2 + 1
a +

√
a2 + 1

+ a (ρ2 − 2)
√

ρ2 + 1 − ρ (a2 − 2)
√

a2 + 1

)
. (10)

При этом A′(a) = c,

A = c (ρ − a) +
3 a c

2 (a2 + 1)
(ρ − a)2 +

a2 c

2 (a2 + 1)2
(ρ − a)3 +

a c

8 (a2 + 1)3
(ρ − a)4 −

− 3 a2 c

40 (a2 + 1)4
(ρ − a)5 + · · · + a c (64 a6 − 240 a4 + 120 a2 − 5)

3840 (a2 + 1)9
(ρ − a)10 + . . . (11)

Ясно, что радиус сходимости этого ряда равен
√

a2 + 1.
Имеет место
Утверждение. Решения уравнений (7), (8) порождают вихревые движения, если и

только если S 6= 0.
Тем самым найденное решение не приемлемо и нужно находить решения, для кото-

рых S 6= 0.
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Анализ уравнения (5).
Особенности решений . Рассмотрим, какие особенности могут иметь решения уравне-

ния (5). A priori это могут быть полюсы, точки ветвления и существенно особые точки.
Ищем решения вида

A = q (ρ − ρ0)γ + . . . ,

вещественное γ 6= 0 — наименьшая степень в разложении (не равная целому положи-
тельному числу). Тогда ρ2 + 1 = ρ2

0 + 1 + 2 ρ0 (ρ − ρ0) + (ρ − ρ0)2,

A′ = γ q (ρ − ρ0)γ−1 + . . . ,

A′′ = γ (γ − 1) q (ρ − ρ0)γ−2 + . . . ,

A′′′ = γ (γ − 1) (γ − 2) q (ρ − ρ0)γ−3 + . . .

После подстановки в (5) видим, что наименьшую степень имеет член

2 (ρ2
0 + 1) γ (γ − 1)

(γ

3
− 1

)
q2 (ρ − ρ0)2 γ−3, γ < 1,

−2 (ρ2
0 + 1) γ (γ − 1) q (ρ − ρ0)γ−2, γ > 1.

Пусть ρ0 6= ± i. Тогда q = 0, и решений искомого вида нет.
Пусть ρ0 = i, т. е.

A = q (ρ − i)γ + . . .

Наименьшую степень в (5) имеет член

1
3

i γ (2 γ − 3) (2 γ − 5) q2 (ρ − i)2 γ−2, γ < 1,

2 i γ (5 − 2 γ) q (ρ − i)γ−1, γ > 1.

Отсюда находим, что γ =
5
2
. Точка ρ = i — точка ветвления.

Точно так же находим, что точка ρ = −i — точка ветвления.
В результате: решения уравнения (5) могут иметь точки ветвления ρ = ±i; полюсов

нет; наличие существенных особенностей не ясно. Наличие точек ветвления подтвержда-
ет построенное решение (9).

Полиномиальные решения. Уравнение (5) имеет полиномиальные решения вида

A = α ρ3 + 3 ρ, A = α ρ, A = −6 ρ + α, α = const.

Решения в виде рядов.
Построим решение A(ρ) уравнения (5), такое что A(a) = 0 в виде ряда по

степеням (ρ − a):

A =
∞∑

k=1

ak (ρ − a)k =
∞∑

k=1

A(k)(a)
k!

(ρ − a)k.

Удобно считать, что ak =
αk

(a2 + 1)k−1
. Тем самым

A =
∞∑

k=1

αk

(a2 + 1)k−1
(ρ − a)k.
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Из уравнения (5) при ρ = a

(α1 + 6)
[
aα1 −

2
3

α2

]
= 0. (50)

Дифференцируем уравнение (5) n раз и полагаем ρ = a. Тогда при n = 1, 2 находим

−2
3

α2
2 +

α1 + 6
3

aα2 + 2 (α1 − 3) α3 = 0, (51)

−2
3

aα2
2 + (a2 + 1)

(
2 − 5

3
α1

)
α2 + 2 (α1 − 3) a a3 + 4 (5 α1 − 6) a4 = 0. (52)

Пусть α1 6= −6. Последовательно находим

α2 =
3
2

aα1, α3 =
1
2

a2 α1, α4 =
1
8

aα1, α5 = − 3
40

a2 α1,

α6 =
1
80

a (4 a2 − 1) α1, α7 = − 1
112

a2 (4 a2 − 3) α1, α8 =
3

896
a (8 a4 − 12 a2 + 1) α1,

α9 = − 1
384

a2 (8 a4 − 20 a2 + 5) α1, α10 =
1

3840
a (64 a6 − 240 a4 + 120 a2 − 5)α1, . . .

Сравнивая с (11), замечаем совпадение.
Пусть α1 = −6. Используем несколько другое представление:

A = −6 (ρ − a) + α2 (ρ − a)2 +
∞∑

k=3

αk

(a2 + 1)k−3
(ρ − a)k.

Коэффициент α2 остается произвольным, и все остальные коэффициенты через него
выражаются:

α3 = − 1
27

α2
2, α4 =

a

108
α2

2 +
1
12

α2, α5 = −a (a2 + 1)
14580

α3
2 −

11 a2 + 1
1620

α2
2 −

a

18
α2 . . . ,

αn =
n−2∑
k=1

βnk(a) αk
2 , . . .

При α2 = 0 получается решение A = −6 (ρ − a), а при α2 = −9
a

— решение A =

= 3 ρ

(
1 − ρ2

a2

)
.

Если α2 = − 9 a

a2 + 1
, то полученный ряд — это разложение решения (10) с c = −6 в

точке ρ = a.

Анализ уравнения (6).
Особенности решений.
Рассуждая так же, как и для уравнения (5), находим: решения уравнения (6) могут

иметь точки ветвления ρ = ±i; полюсов нет; наличие существенных особенностей не
ясно.

Полиномиальные решения. Уравнение (6) имеет полиномиальные решения вида

A = α ρ, A = −6 ρ + α, α = const.



70 Е. В. Мамонтов

Решения в виде рядов.
Построим решение A(ρ) уравнения (6), такое что A(a) = 0 в виде ряда по

степеням (ρ − a):

A =
∞∑

k=1

αk

(a2 + 1)k−1
(ρ − a)k.

Из уравнения (6) при ρ = a

(α1 + 6)
[
aα1 −

2
3

α2

]
= 0. (60)

Пусть α1 6= −6. Последовательно находим

α2 =
3
2

aα1, α3 =
1
2

a2 α1, α4 =
1
8

aα1, α5 = − 3
40

a2 α1,

α6 =
1
80

a (4 a2 − 1) α1, α7 = − 1
112

a2 (4 a2 − 3) α1, α8 =
3

896
a (8 a4 − 12 a2 + 1) α1,

α9 = − 1
384

a2 (8 a4 − 20 a2 + 5) α1, α10 =
1

3840
a (64 a6 − 240 a4 + 120 a2 − 5)α1, . . .

Тем самым мы получаем тот же ряд, что и в случае уравнения (5).
Пусть α1 = −6. Используем несколько другое представление:

A = −6 (ρ − a) + α2 (ρ − a)2 +
∞∑

k=3

αk

(a2 + 1)k−3
(ρ − a)k.

Коэффициент α2 остается произвольным, и все остальные коэффициенты через него
выражаются:

α3 =
1
27

α2
2 +

2 a

3(a2 + 1)
α2, α4 =

a2 + 1
324

α3
2 +

a

36
α2

2 +
1

12 (a2 + 1)
α2,

α5 =
(a2 + 1)2

2916
α4

2 +
a (a2 + 1)

324
α3

2 +
1

1620
α2

2 −
2 a

45 (a2 + 1)
α2 . . . ,

αn =
n−1∑
k=1

βnk(a) αk
2 , . . .

При α2 = 0 получается решение A = −6 (ρ− a). Если α2 = − 9 a

a2 + 1
, то полученный ряд

— это разложение решения (10) с c = −6 в точке ρ = a.

Автор благодарит Л.В. Овсянникова и участников программы ПОДМОДЕЛИ за
полезные замечания.
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