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Е.Б. Фокина

О СПЕКТРАХ ВЫЧИСЛИМЫХ МОДЕЛЕЙ∗

Объектом исследования являются счетные модели теорий. Рассматривается вопрос о струк-
туре вычислимых моделей в классе всех счетных моделей теорий. Доказано, что для любого
n существует теория со счетным числом счетных моделей, тип изоморфизма которых опреде-
ляется двумя размерностями. По первой размерности вычислимые модели реализуют спектр
{1, . . . , n}, а по второй размерности либо все модели вычислимы, либо все невычислимы.

Введение

Работа посвящена изучению структуры вычислимых моделей в классе всех счетных
моделей теорий первого порядка. Известно, что любая непротиворечивая разрешимая
теория T имеет разрешимую модель. В случае несчетно категоричных теорий первого
порядка Харрингтон и Хисамиев [3, 5] показали, что на самом деле все счетные модели
такой теории Т разрешимы. Если T несчетно категорична, но неразрешима, то неко-
торые ее счетные модели могут быть вычислимы, а другие нет. В статье Балдвина и
Лахлана [4] доказано, что все счетные модели ℵ1-категоричной теории Т могут быть
представлены цепью элементарных расширений A0 � A1 � A2 � . . .Aω, где A0 — про-
стая модель, Aω — насыщенная модель, а любая модель Ai+1 является минимальным
собственным элементарным расширением моделиAi. Тогда спектр вычислимых моделей
теории T есть SCM(T ) = {i | Ai имеет вычислимое представление}. Таким образом, ре-
зультат Харрингтона и Хисамиева может быть представлен в виде SCM(T ) = ω

⋃{ω}.
Этот результат побудил изучать вычислимые модели ℵ1-категоричных неразрешимых
теорий. Гончаров показал [1], что существует ℵ1-категоричная теория, вычислимая с
оракулом 0′, для которой SCM(T ) = {0}. Позже Кудайбергенов [2] обобщил этот резуль-
тат, построив пример ℵ1-категоричной, вычислимой с оракулом 0′ теории T с SCM(T ) =
= {0, 1 . . . , n}. Хусаинов, Нис, Шор [7] построили примеры ℵ1-категоричных теорий T1

и T2, вычислимых с оракулом 0′′ так, что SCM(T1) = ω и SCM(T2) = ω
⋃ {ω}\{0}.

Нис [8] построил пример ℵ1-категоричной теории T такой, что SCM(T ) = {1}. Сему-
хин, Хиршфилдт, Хусаинов [6] построили несчетно категоричную теорию, у которой
только насыщенная модель является вычислимой, т. е. SCM(T ) = {ω}. Нис [8] доказал,
что если T — произвольная ℵ1-категоричная теория, то SCM(T ) ∈ Σ0

3(∅ω). Однако вид-
но, что известные примеры структур вычислимых моделей среди всех счетных моделей
теорий очень просты.

В данной работе с помощью конструкции кубов [8] для любого натурального n по-
строим пример теории со счетным числом счетных моделей, тип изоморфизма которых
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определяется двумя размерностями. По первой размерности вычислимыми моделями
реализуется спектр {1, . . . , n}, а по второй размерности либо все модели вычислимы,
либо все невычислимы.

§ 1. Конструкция кубов

Для каждого n > 0 рассмотрим конечную сигнатуру σn = (P0, . . . , Pn−1), где каждый
Pi — бинарный предикатный символ. Определяем Cn — n-куб или куб размерности n

следующим образом. 1-кубом назовем C1 = ({a, b}, P0), где P0(x, y) истинно в C1 тогда
и только тогда, когда x = a и y = b или x = b и y = a. Пусть n-куб Cn уже определен.
Определим (n + 1)-куб Cn+1. Пусть A = (A,PA

0 , . . . , PA
n−1) и B = (B,PB

0 , . . . , PB
n−1) —

n-кубы и A ∩ B = ∅. Тогда (n + 1)-кубом назовем Cn+1 = (A ∪ B, PA
0 ∪ PB

0 , . . . , PA
n−1 ∪

∪ PB
n−1, Pn), где Pn−1(x, y) истинно тогда и только тогда, когда x ∈ A и y ∈ B или

x ∈ B и y ∈ A. Очевидно, что любые два n-куба изоморфны и что существует вложение
n-куба в (n + 1)-куб. Бесконечным кубом, или ω-кубом, будем называть объединение
возрастающей по включению цепочки n-кубов для всех n. Из определения следует, что
любые два ω-куба изоморфны.

Через dim(x) обозначим размерность куба, в котором лежит x. Расстоянием между
x и y назовем величину d(x, y), определенную следующим образом:

d(x, y) = 0, если x = y;
d(x, y) = k, если Pk−1(x, y), заметим, что тогда такое k единственное;
d(x, y) = ∞, если такого k не существует.

В [7] было построено множество S ∈ ∆2
0, не являющееся множеством значений ни-

какой предельно монотонной функции. По нему построена модель M такая, что k-куб
Ck, не содержащийся ни в каком (k + 1)-кубе, лежит в M тогда и только тогда, когда
k ∈ S. Тогда теория T = Th(M) несчетно категорична. Кроме того, конструкция мно-
жества S гарантирует, что все счетные модели теории T , кроме простой, вычислимы.
Детали можно найти в [7] или [8].

§ 2. Двумерная теория

Построим теорию, для которой тип изоморфизма счетных моделей определяется дву-
мя параметрами (размерностями). Модели этой теории будут обладать определенными
свойствами.

Теорема. Для любого n ≥ 2 существует теория со счетным числом счетных моделей,
которые реализуют две размерности. При этом по первой размерности вычислимыми
моделями реализуется спектр {1, . . . , n}, а по второй размерности либо все модели вы-
числимы, либо все невычислимы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство проведем для n = 2. Для этого построим
M = (M, P0, . . . , Pk, . . . , R0, . . . , Re, . . . , A, B0, . . .) — модель бесконечной сигнатуры.
Здесь M = A∪⋃

e Be, а предикаты A, Be выделяют соответствующие множества, попар-
но не пересекающиеся между собой. С помощью предикатов Pk зададим на A структуру
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кубов. Re используем, чтобы закодировать в M вычислимо перечислимое, но не вычис-
лимое множество.

Пусть S ∈ ∆2
0 — построенное в [7] множество, не являющееся значением никакой пре-

дельно монотонной функции. Будем строить M так, чтобы k-куб Ck, не содержащийся
ни в каком (k + 1)-кубе, лежал в A тогда и только тогда, когда k ∈ S.

Пусть U ∈ Σ1
0 \ Π1

0. Кодируем U в M следующим образом.

• e ∈ U ⇒ существуют числа ke и ne такие, что для всех x1, x2, x3 ∈ A, если∧3
i=1 dim(xi) ≥ ke и

∧
i�=j d(xi, xj) ≥ ne, то (∀z ∈ Be)Re(x, z), если же

∨3
i=1 dim(xi) <

< ke или
∨

i�=j d(xi, xj) < ne, то найдется единственный z ∈ Be такой, что ¬Re(x, z),
и этот z будем называть свидетелем для x и Re.

• e /∈ U ⇒ ∀x∃ z
(
z ∈ Be &¬Re(x, z)

)
и такой z единственный.

Разным наборам x и y соответствуют разные свидетели zx
e и zy

e для Re.
Параметр ne может переопределяться конечное число раз большей величиной. Па-

раметр ke определяется не более одного раза.
Модель M строим как объединение

M0 ⊆ M1 ⊆ . . . ⊆ Ms ⊆ . . . ⊆
⋃
s

Ms = M.

Истинность или ложность Pk и Re определяется на элементах модели в момент появ-
ления последнего из них. На шаге s строим конечную модель Ms = (As ∪ B1,s ∪ . . . ∪
∪Be(s),s, P0, . . . , Pk(s), R1, . . . , Re(s), . . . , As, B1,s, . . . , Be(s),s). As состоит из конечного чис-
ла конечных кубов Ck для k ∈ Ss и двух кубов D1,s и D2,s — потенциально бесконечных.
B1,s, . . . , Be(s),s — конечное число конечных непустых множеств свидетелей для соот-
ветствующих Re. Элементы Be достраиваются по необходимости при появлении новых
элементов в A, чтобы получить свидетелей для x и Re. Каждый элемент Be является
свидетелем только для одного набора x из A.

Параметры ke, ne впервые определяются на том шаге s, когда e перечислилось в U ,
т. е. e ∈ Us \ Us−1. На этом шаге s параметры ks и ns выбираются больше размерности
самого большого уже построенного в As куба, т. е. больше всех k для Pk, использованных
в построении кубов. Параметр ke после этого не изменяется.

Куб Ck строится на шаге s, если k ∈ Ss, но к концу шага s − 1 его в A нет. В этот
же момент для x1 ∈ Ck, x2, x3 ∈ A определяется или Re(x, z) для всех z, или находится
(достраивается) в Be такой элемент zx

e , который будет свидетелем для x и Re, — в
зависимости от того, определены ли ke и ne и выполнены ли для x соответствующие
условия на размерности и расстояния.

Если же k ∈ Ss−1\Ss, то помещаем Ck в D1, связывая элементы этих кубов ребрами Pl

для достаточно большого l. При этом может возникнуть проблема с определением тех
Re, для которых параметры ke, ne определены и k < ke. А именно, пусть x1 ∈ Ck,
x2, x3 — в кубах размера не меньше ke и на расстоянии не меньше ne. В соответствии с
условиями, в Be существует zx

e такой, что ¬Re(x, zx
e ). После того как Ck помещен в D1,

dim(x1) > ke, т. е. теперь должно выполняться Re(x, z) для всех z ∈ Be, в том числе и
для zx

e . Чтобы избежать этой проблемы, переопределяем ne большей, чем размерности
всех построенных кубов, величиной, а для наборов y, для которых раньше выполнялось
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(∀z ∈ Be)Re(x, z), теперь находим новые элементы zy
e в Be и полагаем ¬Re(y, zy

e ). Таким
образом, процесс помещения Ck в D1 выглядит следующим образом. Отменяем (делаем
неопределенными) значения всех ne для тех e, для которых k < ke. Достраиваем Ck

и D1 до достаточно больших кубов и соединяем их ребрами Pl для подходящего, еще
не использованного l. В конце шага s переопределяем все отмененные параметры ne

большими величинами. Находим новых свидетелей для тех наборов y и Re, для которых
это стало необходимо. Если появилось e0 ∈ Us \ Us−1, то определяем параметры ke0 и
ne0 . Чтобы D1 и D2 гарантированно в пределе были бесконечными, увеличиваем на 1
их размерность. Так как ke не изменяется, то ne переопределяется лишь конечное число
раз, т. е. не изменяется, начиная с некоторого шага. В результате построим модельM =
=

⋃
s Ms, в которой M = A∪⋃

e Be, A состоит из кубов Ck для k ∈ S и двух бесконечных
кубов D1 и D2. Каждый элемент z ∈ Be является свидетелем для некоторого, и при
этом единственного, набора x из A и для Re. И наоборот, для всякого x из A такого,
что

∨3
i=1 dim(xi) < ke или

∨
i�=j d(xi, xj) < ne, найдется zx

e ∈ Be такой, что выполнено
¬Re(x, zx

e ).
Пусть T = Th(M). Заметим, что существуют модели N теории T , в которых есть

нестандартные элементы, т. е. такие элементы, на которых ложны все предикаты A и
Be. Обозначим множество таких элементов B∞. Из определения предикатов Pk и Re

следует, что они также ложны на элементах из B∞.
Пусть dimA(N ) — число бесконечных кубов в модели N , а dimB(N ) — число нестан-

дартных элементов в этой модели. Докажем некоторые свойства, из которых следует
доказательство теоремы.

Лемма 1. Пусть N 1, N 2 — модели теории T , dimA(N 1) = dimA(N 2) и dimB(N 1) =
= dimB(N 2). Тогда N 1

∼= N 2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Куб размерности k, не содержащийся ни в каком (k + 1)-кубе
лежит в ANi , i = 1, 2 тогда и только тогда, когда k ∈ S, причем такой k-куб единствен-
ный. Отображаем такие кубы друг в друга. Так как dimA(N 1) = dimA(N 2), то отобра-
жаем бесконечные кубы из AN1 в бесконечные кубы из AN2 . Если BNi

e �= ∅, т. е. e ∈ U ,
то элементы BNi

e однозначно соответствуют тройкам элементов из ANi , для которых не
выполняются условия на размерности и расстояния. Т. е. можем отобразить BN1

e на BN2
e .

На элементах BNi∞ ложны все предикаты A,Be, Pk, Re, и так как dimB(N 1) = dimB(N 2),
то можем отобразить BN1∞ на BN2∞ .

Лемма 2. Если N — модель теории T , в которой нет бесконечных кубов, то N не
является вычислимой.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Множество S выбрано специальным образом. Если предполо-
жить, что модель теории T , в которой нет бесконечных кубов, является вычислимой, то
можно найти предельно монотонную функцию, множеством значений которой являет-
ся S. Получим противоречие с выбором S [7, 8].

Лемма 3. Если N — модель T с одним или двумя бесконечными кубами, то у N есть
вычислимое представление.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вычислимое представление N строится по шагам. Конструкция
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аналогична приведенной выше. Т.е. на каждом шаге s строится конечная модель N s,
состоящая из конечного числа конечных кубов для k ∈ Ss, одного или двух потенциально
бесконечных кубов, конечных множеств свидетелей для различных x и Re. Кроме того,
если B∞ �= ∅, то при необходимости на шаге s добавляем элемент в B∞,s.

Лемма 4. Если в моделиN теории T есть хотя бы 3 бесконечных куба, тоN не является
вычислимой.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть N — модель T такая, что в AN есть хотя бы 3 бесконеч-
ных куба DN

1 , DN
2 , DN

3 . Покажем, что N не может быть вычислимой. Выберем элемен-
ты xi ∈ DN

i , i = 1, 2, 3. Тогда для всех e, для которых определены параметры ke, ne,
т. е. для e ∈ U , имеем dim(xi) > ke и d(xi, xj) > ne, i �= j. Следовательно, U = {e |
(∀z ∈ Be) Re(x, z)}, но это противоречит тому, что U ∈ Σ0

1 \ Π0
1.

Таким образом, так как при фиксированной dimB модели образуют цепь элемен-
тарных расширений в соответствии с числом бесконечных кубов, то при каждой dimB

вычислимыми являются только модели с одним и двумя бесконечными кубами. С другой
стороны, если зафиксируем dimA(N ), то либо все получившиеся модели будут вычис-
лимы (при dimA(N ) = 1, 2), либо все модели будут невычислимы (при dimA(N ) = 0 или
dimA(N ) > 2).
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